UNIVERSITA DI PISA

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA

Corso di Laurea Triennale in Matematica

Classificazione di fibrati vettoriali complessi

Relatore: Candidato:

Prof. Filippo Callegaro Leonardo Migliorini

ANNO ACCADEMICO 2023/2024



Indice

Introduzione

1 Nozioni preliminari
1.1 Varietaefibrati . . . . . . . . ...
1.2 Operazioni tra fibrati vettoriali . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
1.3 Forme differenziali . . . . . . . . . ... ...
1.4 Coomologia di de Rham . . . . ... ... ... .. ... ... ... ...

2 11 complesso di Cech-de Rham
2.1 1 principio di Mayer-Vietoris . . . . . . . .. ... ... .. ... ... ...
2.2 La classe di Eulero di un fibrato in sfere . . . . . . ... .. ... ... ..
2.3 La classe di Eulero di un fibrato vettoriale orientato di rango 2 . . . . . . .
2.4 Coomologia di Cech a coefficienti in un prefascio . . . . ... ... .....
2.5 Llisomorfismodi Thom. . . . .. ... ... ... ... ... ... .. ...,

3 Classi di Chern
3.1 Definizione delle classi di Chern . . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
3.2 Principio di Spezzamento . . . . .. ... Lo
3.3 Varieta delle bandiere . . . . . . . .. ... oo

4 1l Fibrato Universale
4.1 La coomologia della Grassmanniana . . . . . . .. ... ... ... .....
4.2 Classificazione di fibrati vettoriali . . . . . . . . ... ... ... ... ...,



Introduzione

Un fibrato vettoriale ¢ un oggetto geometrico ottenuto ”incollando” delle copie di uno
spazio vettoriale reale o complesso V', in modo che lo spazio risultante sia localmente un
prodotto U x V. Possiamo pensare a un fibrato vettoriale come a una famiglia di spazi
isomorfi a V' parametrizzati in modo continuo da uno spazio B, detto base del fibrato.

In questa tesi affrontiamo il problema della classificazione dei fibrati vettoriali nella
categoria delle varieta lisce, specializzandoci al caso di fibrati vettoriali complessi. Per fare
questo seguiamo due approcci differenti. Costruiamo inizialmente degli invarianti algebrici,
nello specifico delle classi di coomologia, che dipendono dalla classe di isomorfismo del
fibrato, usando la teoria di de Rham come teoria coomologica. In seguito vediamo come
tutti i fibrati vettoriali complessi su una varieta M possono essere ottenuti a partire da
uno ”spazio classificante”, e diamo in questi termini un teorema di classificazione.

Nel Capitolo 1 introduciamo le nozioni di base riguardanti gli oggetti matematici che
verranno studiati nel seguito. Diamo le definizioni di varieta liscia e di fibrato, concen-
trandoci principalmente sui fibrati vettoriali. Richiamiamo inoltre i principi della teoria
di de Rham.

Nel Capitolo 2 generalizziamo la coomologia delle forme differenziali tramite il com-
plesso di Cech-de Rham. Questa costruzione risulta utile al fine della calcolability della
teoria di de Rham, permettendo di determinare la coomologia di una varieta a partire da
informazioni locali. Definiamo inoltre la classe di Eulero di un fibrato vettoriale orientato
e ne vediamo le proprieta pitt importanti.

I Capitoli 3 e 4 sono dedicati allo studio dei fibrati vettoriali complessi. Nel Capitolo 3
diamo una costruzione delle classi di Chern, delle classi di coomologia associate in modo
funtoriale a un fibrato vettoriale complesso, e vediamo alcune proprieta. Nel Capitolo 4
introduciamo la Grassmanniana complessa. Questa ricopre un ruolo fondamentale nella
classificazione. Ne calcoliamo la coomologia in termini delle classi di Chern di opportuni
fibrati e usiamo questo risultato per mostrare che le classi di Chern sono l'invariante
coomologico piu generale associato a un fibrato vettoriale complesso.



Capitolo 1

Nozioni preliminari

In questo primo capitolo introduciamo il concetto di fibrato e la coomologia di de Rham di
una varieta liscia, enunciandone le proprieta principali. I riferimenti usati per la trattazione

delle varieta e dei fibrati sono [Con93, Cap. 1], [Hus94, Cap. 2, 3] e [BT82, § 6], per le
forme differenziali e la coomologia di de Rham [BT82, § 1-5].

1.1 Varieta e fibrati

Definizione 1.1. Una wvarieta topologica di dimensione n € uno spazio topologico M di
Hausdorff a base numerabile per cui ogni punto ammette un intorno aperto omeomorfo a
R™. Una coppia (U, ¢) dove U & un aperto di M e ¢ : U — R™ & un omeomorfismo si
dice carta locale. Un insieme di carte locali che ricoprono la varieta si dice atlante.

Se (U, ¢) € una carta locale, possiamo scrivere ¢ = (x1,...,x,) € pensare a x1,..., T,
come a coordinate indotte su U tramite ¢.

Definizione 1.2. Sia M una varieta topologica di dimensione n e sia U = {U, }oen un
ricoprimento aperto con omeomorfismi ¢, : U, — R™. Diciamo che M & una varieta
liscia se le funzioni di transizione

o = ba© 05" : $3(Ua NUp) — ¢a(Ua NUp)
sono diffeomorfismi tra aperti di R™ per ogni o # 5.

Definizione 1.3. Siano M, N due varieta lisce. Una funzione f : M — N & liscia se per
ogni punto p € M esistono una carta (U, ¢) di M e una carta (V1) di N tali che x € U,
f(U) CV e la funzione

pofop t:g(U) — ¢(V)

¢ liscia.

Nel seguito useremo il termine varietd per indicare sempre una varieta liscia. Le mappe
tra varieta, se non specificato diversamente, saranno sempre mappe lisce.



Definizione 1.4. Sia M una varieta di dimensione n. Un buon ricoprimento di M & un
ricoprimento aperto U = {U, }aen per cui tutte le intersersezioni finite Uy, N ... N Ua,
sono diffeomorfe a R™. Una varieta che ammette un buon ricoprimento finito si dice di
tipo finito.

Vale che ogni varieta ammette un buon ricoprimento ([BT82, Teorema 5.1]) e che ogni
ricoprimento aperto ammette un raffinamento che sia un buon ricoprimento. Possiamo
quindi studiare le proprieta locali di una varieta supponendo di avere a disposizione un
buon ricoprimento. Questo sara particolarmente utile nel Capitolo 2, quando discuteremo
il complesso di Cech-de Rham.

Definizione 1.5. Una varieta M ¢ orientabile se ammette un atlante A = {(Uq, ¢a) }aen
con funzioni di transizione g,g che preservano le orientazioni locali, cioe che hanno deter-
minante Jacobiano positivo. Un tale altante si dice orientato.

Diciamo che due atlanti A e A’ determinano la stessa orientazione sulla varietd M se
la loro unione € un atlante orientato.

Definizione 1.6. Siano M una varieta di dimensione n, p un punto di M e (U, ¢) una
carta locale tale che p € U. Lo spazio tangente a M in p ¢ lo spazio vettoriale reale T, M
avente per base gli operatori differenziali

0 0
8751(]))’ ce 87:,1(]))

dove z1,...,x, sono le coordinate su U indotte da ¢. Una mappa liscia f : M — N tra
varieta induce per composizione una mappa sugli spazi tangenti

dfp : TpM — Tf(p)N
per ogni p in M, detta differenziale di f in p.

Ricordiamo che una varieta ¢ uno spazio paracompatto (una dimostrazione di questo
fatto viene data in [Con93, Teorema 1.4.9]). Il seguente risultato, che viene dimostrato in
[Con93, Teorema 3.5.4], € molto utile per estendere alla varieta alcune costruzioni locali.
Lo useremo ad esempio nella definizione di integrale di una forma differenziale o per dotare
una varieta di una metrica Riemanniana.

Teorema 1.7. Siano M una varieta e U = {Uq }aen un ricoprimento aperto. Esiste una
partizione dell’unita relativa a tale rTicoprimento, cioe una famiglia di mappe lisce non
negative po : M — R tali che:

(i) ogni punto di M ammette un intorno su cui le po sono nulle a meno di un numero
finito;

(ii) per ogni punto p di M vale Y pa(p) = 1;

(iii) il supporto di p, € contenuto in U, per ogni «.
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Definizione 1.8. Sia G un gruppo topologico che agisce in modo fedele a sinistra su uno
spazio topologico F. Una mappa continua e surgettiva w : E — B tra spazi topologici
e un fibrato con fibra F e gruppo di struttura G se B ammette un ricoprimento aperto
U = {U,}aer con omeomorfismi

O 7 U, — Uy x F
tali che ¢ (77 1(p)) = {p} x F per ogni p in M e per cui le funzioni di transizione

9ap : Ua NUg — G, gaﬁ($> = ¢a O ¢El ‘{x}xF

sono funzioni continue. Lo spazio E si dice spazio totale, mentre B si dice spazio base.
Diciamo che {(Ua, ¢a)tacr € una trivializzazione del fibrato.

Nel seguito considereremo sempre dei fibrati in cui lo spazio base e la fibra sono en-
trambe varieta. Una trivializzazione del fibrato induce in modo naturale una struttura
di varieta sullo spazio totale, che rende la proiezione m una mappa liscia. A meno che
non venga specificato il gruppo di struttura sara sempre il gruppo dei diffeomorfismi della
fibra. Se 7 : E — B ¢ un fibrato poniamo E |y= 7"'U e E, = n1(p) per U C M,
pE M.

Consideriamo un fibrato 7 : £ — M su una varieta M con fibra F' e trivializzazione
{(Uq, ¢a)}aen. Le funzioni di transizione gopg : Uy N Ug — G rispettano la condizione di
cociclo, cioe per ogni «, 3,7 vale goy = gag © ggy. Viceversa, consideriamo una famiglia di
funzioni {gns}axp a valori in G che rispettano la condizione di cociclo. Possiamo costruire
un fibrato £ con fibra F' e funzioni di transizione g,g definendo

E:<|E|UQXF>/N

dove la classe di equivalenza di (z,y) € Ug x F & costituita dai punti del tipo (z, gos(z)y)
al variare di f # a. Quindi possiamo indicare un fibrato anche solo specificandone lo
spazio totale, la fibra e le funzioni di transizione. Questo corrisponde all’idea di ottenere
FE ”incollando” gli spazi topologici U, x F' tramite le funzioni di transizione.

Consideriamo adesso un fibrato vettoriale reale m : E — M di rango n, cioe un fibrato
avente fibra R™ e tale che le trivializzazioni ¢ : E |y,— U, x R™ si restringono a
isomorfismi lineari su ogni fibra. Le funzioni di transizione hanno valori in GL,,(R), che &
il gruppo di struttura del fibrato. Analogamente possiamo considerare un fibrato vettoriale
complesso, cioe un fibrato con fibra C" e gruppo di struttura G L, (C). In questo capitolo e
nel prossimo considereremo sempre fibrati vettoriali reali, se non specificato diversamente,
ma molte proprieta si adattano facilmente al caso complesso.

Definizione 1.9. Sianonw : E — M en’ : E/ — M due fibrati. Unamappa f : E — E’
e un omomorfismo di fibrati se fa commutare il diagramma

E f E
M




cioe se f preserva le fibre. Un omomorfismo di fibrati bigettivo la cui inversa sia un
omomorfismo di fibrati ¢ un isomorfismo. Nel caso in cui F ed E’ siano fibrati vettoriali
richiediamo anche che f si restringa a un omomorfismo di spazi vettoriali su ogni fibra.

Definizione 1.10. Sia 7 : £ — M un fibrato e U C M un aperto. Una sezione del
fibrato su U & una mappa s : U — FE tale che mos = idy. Nel caso in cui 7 sia un fibrato
vettoriale esiste una sezione globale M — E che a ogni punto associa lo zero della fibra
corrispondente, detta sezione nulla. Un insieme di sezioni {s1,...,$,} su un aperto U ¢
un frame se per ogni punto p € U i vettori s1(p),. .., Sn(p) formano una base della fibra
E,.

Osservazione 1.11. L’esistenza di un frame globale {s1,...,s,} per un fibrato vettoriale
7w : E — M induce un isomorfismo tra E e il fibrato banale M x R"™.

Lemma 1.12. Siano 7 : E — M un fibrato vettoriale di rango n e {(Uy, ¢a)}aen,

{(Ua, ¢l,) Yaen due trivializzazioni. Queste determinano delle mappe di transizione {gag} a3
e {9 gtarp rispettivamente. Esistono delle funzioni Ao : Us — GLn(R) tali che su

Ua NUg vale

-1
9aB = Aa © gnp 0 A3
(per )\/;1 intendiamo la funzione che a ogni punto p associa Ag(p)~1).
Due classi di funzioni di transizione legate da questa relazione si dicono equivalenti.

Definizione 1.13. Sia 7 : E — M un fibrato vettoriale di rango n con funzioni di transi-
zione {gap}azg. Diciamo che il gruppo di struttura del fibrato si riduce a un sottogruppo
H di GL,(R) se esistono delle funzioni di transizione a valori in H che siano equivalenti
alle gog.

Se il gruppo di struttura di un fibrato vettoriale 7 : E — M di rango n puo essere
ridotto a GL;} (R), il sottogruppo di GL,(R) costituito dalle matrici con determinante
positivo, diciamo che il fibrato & orientabile. Una trivializzazione {(Uy, ¢ ) }acn € orientata
se le funzioni di transizione g,s hanno determinante positivo su ogni punto di M. Due
trivializzazioni orientate {(Uq, ¢a)}aen € {(Va,%8)}gen sono equivalenti se per ogni p in
Un NUg e per ogni a, B la funzione ¢, o wﬁ_l(p) : R® — R"™ ha determinante positivo.
Questa ¢ una relazione di equivalenza, e le classi di equivalenza per tale relazione si dicono
orientazioni del fibrato. Vale che un fibrato vettoriale orientabile su una varieta connessa
ammette esattamente due orientazioni.

Sia m : E — M un fibrato vettoriale di rango n, possiamo dotare E di una metrica
Riemanniana e ridurre il gruppo di struttura del fibrato a O(n). Consideriamo un ricopri-
mento trivializzante per il fibrato U = {U, }aen, per ogni « esistono sq 1,. .., Sq,n sezioni
linearmente indipendenti per il fibrato E' |i7,. Definiamo una funzione

Qo - E ‘Ua x FE ’Ua—> R

tale che qq |g, sia una forma quadratica definita positiva con {s4,1(p),...,5a,n(p)} base
ortonormale. Questo definisce una metrica locale sul fibrato. Usando una partizione



dell’'unita {pq faen relativa al ricoprimento U possiamo definire una metrica globale
4= Pata
(07

Scegliamo delle trivializzazioni locali ¢, che mandano sezioni ortonormali di E |y, in
sezioni ortonormali di U, x R"™, ottenendo cosi delle funzioni di transizione a valori in

O(n).

1.2 Operazioni tra fibrati vettoriali

Vediamo come alcune operazioni note tra spazi vettoriali si estendono ai fibrati vettoriali.

Siano 7 : E — M e 7' : E' — M due fibrati vettoriali di rango n, m rispettivamente
e sia {Uy }aen un ricoprimento aperto di M che trivializza entrambi i fibrati. Definiamo
la somma diretta E @ E’ come il fibrato vettoriale su M la cui fibra su un punto p in M
¢ costituita da F, ® E,, con funzioni di transizione

9o D Gos 1 Ua NUg — GLy(R) & GL,y(R)

indotte da quelle di E, E’. In modo analogo possiamo definire il prodotto tensoriale EQ E':
la fibra su un punto p di M ¢ £, ® E1,7 e le sue funzioni di transizione

9o @ Gog : Ua NUg — GLy(R) © GLyy(R)

sono indotte da quelle di E, E'.

Definiamo anche il fibrato duale E*, la cui fibra su un punto p di M e il duale Ej}
di Ep. Sia ¢ : E |y,— Uy x R™ una trivializzazione per il fibrato, questa induce una
mappa (1)1 1 E* |y, — Us X (R®)*, che & una trivializzazione per E*. Le funzioni di
transizione di E* sono quindi

(¢a) " ods = ((da0dz') ") ™ = (gap)

Dal momento che gli spazi vettoriali Hom(R"™, R™) e (R™)* ® R™ sono isomorfi, possiamo
definire Hom(E, E’) come il fibrato vettoriale E* @ E.

Siano F, E', E” fibrati vettorialisu M e f : E — E’, g : E' — E” omomorfismi di
fibrati. Diciamo che la successione

f

0 E y B 9 s g 0

€ esatta se per ogni p in M & esatta la successione di spazi vettoriali

0 s B, y B/ —— B > 0

In [Hus94, Cap. 3, Teorema 9.6] viene mostrato che se una successione di fibrati
vettoriali ¢ esatta allora spezza, cio¢ esiste ® : B/ — E @ E” isomorfismo di fibrati
vettoriali.



Una costruzione che non dipende dalla struttura lineare delle fibre e quella del pullback.
Sia m : E — M un fibrato, chiamiamo pullback di E tramite f il fibrato

fE={(ne) e NxE| f(n) =m(e)}

con proiezione f~'E — N data dalla restrizione della proiezione sul primo fattore. No-
tiamo che il pullback di un fibrato banale ¢ ancora un fibrato banale, quindi delle trivia-
lizzazioni per f~!E sono indotte da quelle di E. La fibra di f~'E sopra a un punto y di
N & isomorfa a Ey,). Inoltre date delle mappe g : M" — M' e f: M' — M si ha
(fog) 'E = g7 (f71E) ([Hus94, Cap. 2, Proposizione 5.7]). In particolare Vecty(M),
I'insieme delle classi di isomorfismo di fibrati vettoriali di rango k£ su M, determina un
funtore controvariante dalla categoria delle varieta lisce alla categoria degli insiemi punta-
ti (come punto base scegliamo il fibrato banale). Inoltre se {gag}axg sono le funzioni di
transizione di E si ha che f*gng = gap o f sono le funzioni di transizione di f 1B

Prendere il pullback di un fibrato 7 : £ — M tramite una mappa f : N — M
induce una mappa f~'E — E che fa commutare il diagramma

f'E —— FE

| b

N s m

Nel caso dei fibrati vettoriali vale il seguente risultato, che mostra come il pullback tra-
mite una mappa f : N — M sia influenzato dal tipo di omotopia di M (una dimostrazione
viene data in [Hus94, Cap. 3, Teorema 4.7]) .

Teorema 1.14. Siano fo, f1 : N — M mappe tra varieté e m : E — M un fibrato
vettoriale. Se fo e f1 sono omotope allora i pullback fo_lE € fl_lE sono isomorfi.

Nel caso particolare in cui M sia una varieta contraibile si ha che ogni fibrato vettoriale
su M & banale. Infattise f: M — {p} & un’equivalenza omotopica con inversa omotopica
g :{p} — M si ha che go f & omotopa a idys;. Per Teorema 1.14 vale quindi

E=(gof)'E=f"'(¢g'E)

D’altra parte g~'E ¢ un fibrato su un punto, quindi & banale e di conseguenza lo & anche
E=f"g'E).

1.3 Forme differenziali

Iniziamo dando la definizione di forma differenziale per R", generalizzandola in seguito al
caso delle varieta.

Definizione 1.15. Date z1,...,z, delle coordinate lineari su R", sia Q* ’algebra su R
generata dagli elementi dx1,...,dx, con le relazioni

(dz))? =0 i=1,...,n
dxidmj = —d:l/‘jdl‘i 1 75 j
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Le forme differenziali su R™ sono gli elementi dello spazio vettoriale
Q*(Rn) — (goo ®]R Q*
dove € & l'algebra delle funzioni C*° su R".

Possiamo dotare 2* della struttura di algebra graduata, considerando le sottoalgebre {29
generate rispettivamente dai prodotti da;, ...dx;, al variare di iy < ... <ig in {1,...,n}
per ¢ > 0. Per ¢ = 0 poniamo Q° = R. Questo induce una struttura graduata anche sulle
forme differenziali:

oo
R = PURY,  QUR") = 6 0 QF
q=0
Gli elementi di Q9(R") si dicono g-forme differenziali. Se w ¢ una g¢-forma differenziale

diciamo che degw = ¢ € il suo grado. Una g-forma w puo essere scritta in modo unico
come

w = Z fil...iquil ce dxiq

11<...<ig

dove fi. i, sono funzioni C° su R". Semplifichiamo la notazione usando i multi-indici
I = (i1,...,ig) con i1 < ... < i4 e scriviamo

w= Z frdzy

Definizione 1.16. Si dice derivata esterna I'operatore lineare
d: Q*(R") — Q*TL(R")
definito sui gradi come segue:
(i) se f € QO(R") allora
df = ——dz;

(ii) con le stesse notazioni di sopra, se w € Q(R™) & una g-forma allora
dw =Y " dfidz;

Definizione 1.17. 1l prodotto wedge tra due forme w = 3" frdzr e 7 = > gsda s & definito
come

WAT = Zf]gjdx]dxj

degwdeg T

Osservazione 1.18. Vale che w A 7 = (—1) 7 Aw. Quindi il prodotto wedge rende

Q*(R™) un’algebra commutativa graduata.



Definizione 1.19. Sia w una g-forma differenziale. Diciamo che w €& chiusa se dw = 0,
che ¢ esatta se esiste una g — 1 forma 7 tale che dr = w.

Proposizione 1.20. Il differenziale di una forma esatta é nullo, cioé d% = 0.

Possiamo estendere la definizione delle forme differenziali al caso delle varieta. Osser-
viamo che Q* & un funtore controvariante dalla categoria degli spazi Euclidei {R" | n € N}
con mappe lisce alla categoria delle algebre commutative graduate con i loro omomorfismi.
Infatti a ogni mappa liscia

f:R™ — R"

possiamo associare un omomorfismo di algebre graduate definito come segue. Siano
Tly.+.yTm € Y1,...,Yn le coordinate standard rispettivamente su R™ e R™ e consideriamo
w =Y grdys una g-forma su R". Definiamo il pullback di f come

QR — QY(R™)
tale che f*(w) =Y (gro f)dfi, ...dfi,, dove f; =y;o f.

Proposizione 1.21. Sia f : R™ — R"™ una mappa liscia. Il suo pullback f* commuta
con la derivata esterna, cioé f*od =do f*.

Proposizione 1.22. La derivata esterna di una forma differenziale ¢ indipendente dal
sistema di coordinate scelto. Piu precisamente, se x1,...,%, sono le coordinate standard
su R™, f:R" — R™ ¢& un diffeomorfismo e u; = x; o f sono le coordinate indotte da f,

allora
d (Z gid’U«I> = Z dgrduy

Diamo adesso la definizione di forma differenziale nel caso generico di una varieta.

Definizione 1.23. Sia M una varieta con atlante A = {(Uq, ¢a)}a. Una forma differen-
ziale su M & una famiglia di forme differenziali {wq }q, dove w, € definita su Uy, che siano
compatibili sulle intersezioni. In particolare se ¢ : U, NUg — Uy e j : Uy NUg — Up
sono le inclusioni, deve valere che i*w, = j*wg per ogni a # (.

Chiamiamo supporto di una forma w € Q*(M) 'insieme supp(w) dato dalla chiusura
dell’insieme dei punti di M su cui w si annulla.

In modo analogo a quanto fatto per R™ possiamo definire la derivata esterna, il pro-
dotto wedge e il pullback di mappe lisce tra varieta. In questo modo Q* & un funtore
controvariante dalla categoria delle varieta.

Definiamo adesso I'integrale di una forma differenziale. Siano z1,...,x, le coordinate
standard di R”, f : R” — R una funzione C*° a supporto compatto e ¢ una permutazione
di {1,...,n}. L'integrale della n-forma w = fdz,(y)...dv,(,) ¢ I'integrale di f:

/ w = sgn(o) fdzy...dzy,
n Rn

10



Vediamo che questa definizione non dipende dalle coordinate in cui scriviamo w, a meno di
un segno. Sia ® : R” — R™ & un diffeomorfismo e siano ®4,..., P, le coordinate indotte
da ®, I’applicazione lineare del cambio di base e rappresentata in coordinate dalla matrice
Jacobiana di . La forma dzj...dxz, ¢ il determinante su R", mentre d®;...d®, ¢ il
determinante su R" rispetto alle coordinate indotte da ®. Di conseguenza

d®y...dd,, = Jpdxy...dx,

dove Jg € il determinante della matrice Jacobiana di ®. Quindi
/n P*w = sgn(o) /n(f o ®)Jpdxy ...dx,
= sgn(o) /n(f o ®)Jpdx; ... dxy,
= sgn(Jgp) /n w

dove l'ultima uguaglianza segue da Teorema del cambio di variabile negli integrali. In
particolare I'integrale di una forma differenziale & ben definito a meno del segno, ed e inva-
riante per cambio di coordinate che preservano 'orientazione (cioe che hanno determinante
Jacobiano positivo).

Possiamo definire ’orientazione di una varieta per mezzo delle forme differenziali grazie
al seguente risultato.

Proposizione 1.24. Una varieta M di dimensione n e orientabile se e solo se ammette
una n-forma globale mai nulla.

Date due n-forme w e w’' mai nulle su una varietd M di dimensione n, esiste una
funzione f : M — R mai nulla tale che w = fw’. In particolare f & positiva o negativa.
Diciamo che w e w’ sono equivalenti se f ¢ positiva. Questa relazione di equivalenza induce
una partizione delle n-forme in due classi [M] e —[M], dette orientazioni di M.

Sia M una n-varieta orientabile con orientazione [M] e sia w una n-forma a supporto
compatto. Consideriamo un atlante orientato A = {(Uq, o) }o € una partizione dell’unita
{pata relativa al ricoprimento. L’integrale di w e definito come

/Mw:/[M]wzg/apam /awz/nw;l)*(paw)

ed ¢ indipendente dalla scelta dell’atlante orientato e della partizione dell’unita.

Definizione 1.25. Una varieta topologica con bordo di dimensione n ¢ uno spazio topo-
logico M di Hausdorff a base numerabile per cui ogni punto ammette un intorno aperto
omeomorfo a R™ oppure al semispazio H" = {(x1,...,2,) € R™ | 2, > 0}. Si definisce
un atlante in modo analogo al caso senza bordo. M & una varieta con bordo liscia se le
funzioni di transizione gog = ¢ © d)gl sono diffeomorfismi.
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D’ora in poi per varieta con bordo intenderemo varieta liscia con bordo. Data M una
varieta con bordo e A = {(Uq, ¢o)}o un atlante, il bordo OM di M ¢ I'insieme dei punti che
corrispondono, tramite le ¢, ai punti di OH" = {(z1,...,z,) € R" | 2, = 0}. Si dimostra
che il bordo M & una varieta senza bordo di dimensione n—1 ([Leel3, Proposition 1.38]).

Definizione 1.26. Consideriamo H™ con l'orientazione standard di R™, data dalla clas-
se di equivalenza della forma dx...dx,. L’orientazione indotta su OH"™ ¢ la classe di
equivalenza della forma (—1)"dz; ...dx,. Per una varieta orientata con bordo M di di-
mensione n definiamo come segue ’orientazione indotta [OM] su OM: se U C M & un
aperto e ¢ : U — H" ¢ un diffeomorfismo il cui differenziale ha determinante positivo
allora ¢*[OH"] = [OM] |sy7, dove OU = U NOM.

Possiamo definire I'integrale su una varieta con bordo in modo analogo al caso senza
bordo. 1l seguente risultato, noto come Teorema di Stokes, fornisce una relazione tra
Iintegrale di una forma e quello della sua derivata esterna.

Teorema 1.27. Sia M una varieta con bordo orientata di dimensionen e sia w unan—1
forma a supporto compatto su M. Supponiamo che OM abbia ['orientazione indotta da

quella di M, allora
/ dw :/ w
M oM

1.4 Coomologia di de Rham

L’algebra graduata delle forme differenziali su una varieta Q*(M) con l'operatore di deri-
vata esterna d : Q4(M) — QITL(M) si dice complesso di de Rham. Questo & un esempio
di complesso differenziale, o complesso di cocatene.

Definizione 1.28. Un complesso differenziale, o complesso di cocatene, & una successione
di spazi vettoriali C = {C%},cz con omomorfismi d? : C9 — C9T1 detti differenziali

N7 R LN VN (IS VoS

tali che d? o d9=!' = 0 per ogni ¢ € Z. Gli elementi di C si dicono cocatene, mentre gli
elementi di kerd e di imd sono rispettivamente i cocicli e i cobordi. Lo spazio vettoriale
H4(C) = ker d?/imd?~" si dice g-esimo gruppo di coomologia e

H*(C) = (D H(C)
qEZ
e la coomologia del complesso C.

Nel caso delle varieta, la coomologia associata al complesso Q*(M) si dice coomologia
di de Rham, e la indichiamo con H*(M).

Definizione 1.29. Siano A e B complessi di cocatene con differenziali rispettivamente
da e dg. Una mappa lineare f : A — B & un omomorfismo di complessi di cocatene se
commuta con i differenziali, cioe se fda = dpf.
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Osservazione 1.30. Dalla condizione fd4 = dpf segue che f induce una mappa in coomo-
logia per passaggio al quoziente.

Osservazione 1.31. Sia f : M — N una mappa liscia tra varieta, questa induce una
mappa f*: Q*(N) — Q*(M) tale che f*d = df*. Di conseguenza f induce una mappa
in coomologia H*(N) — H*(M), cio¢ anche la coomologia di de Rham ¢ un funtore
controvariante. In particolare la coomologia di una varieta ¢ invariante per diffeomorfismo.

Definizione 1.32. Siano A e B complessi di cocatene con differenziali rispettivamente
da e dp e siano f,g : A — B omomorfismi di complessi di cocatene. Un’omotopia di
cocatene tra f e g € una funzione K : A — B tale che

f—g9g==x(dpK + Kdu)

Osservazione 1.33. Se esiste un’omotopia di cocatene tra f e g allora inducono la stessa
mappa in coomologia.

Enunciamo adesso alcuni risultati utili al calcolo espicito della coomologia di una
varieta. Una dimostrazione del seguente fatto viene data in [HS71, Cap. IV, Teorema 2.1].

Proposizione 1.34. Consideriamo una successione esatta corta di complessi differenziali

0— s At sB_9,0__ 0

Esiste un omomorfismo 0 : H*(C) — H*(A), detto omomorfismo di connessione, che
rende esatta la successione
0 mA) L gaB) s HY(O) —0s B (A) T

Proposizione 1.35. Siano M una varieta, U e V' due aperti che ricoprono M. Si ha una
successione esatta di complessi differenziali

0 —— (M) 25 QU) e (V) L5 QUNV) —— 0

dove p(w) = (w [v,w |v) e Y(w,7) = (w—T7) |vnv-

La successione
0 — P'M) — P U)aQ* (V) — Q" (UNV) —— 0

si dice successione di Mayer-Vietoris. Per la Proposizione 1.34 esiste una successione
esatta lunga

. — HIY(M) — HI(U)® HI(V) — HI(UNV) — HITY (M) — ...
che mette in relazione la coomologia di M con quella di U, V,UNV.
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Proposizione 1.36. Siano f,g: M — N mappe lisce tra varieta. Se f e g sono omotope
allora inducono la stessa mappa in coomologia.

Da questo segue che la coomologia € un invariante omotopico, non solo per diffeor-
morfismo. In particolare se due varieta sono omotopicamente equivalenti allora hanno la
stessa coomologia.

Teorema 1.37. Siano M e N due varieta, se la coomologia di N ha dimensione finita
allora H*(M x N) = H*(M) ® H*(N), cioe

H"(M x F)= @ H(M)® H(N)
ptq=n

Questo e in realtda un caso particolare del seguente teorema, che dimostreremo nel
Capitolo 2.

Teorema 1.38 (Leray-Hirsch). Sia m# : E — M wun fibrato con fibra F. Se H*(F) é
finitamente generata ed esistono delle classi eq,...,e, € H*(E) le cui restrizioni danno
una base della coomologia di F allora H*(E) é un modulo libero su H*(M) con base

{e1,...,er}. In particolare
H*(E)=H"(M)® H*(F)

Nel caso di un fibrato vettoriale 7 : E — M di rango n possiamo definire un’altra
coomologia, detta coomologia a supporto compatto verticale.

Definizione 1.39. Sia 7 : £ — M un fibrato vettoriale di rango n, una forma diffe-
renziale w su E ha supporto compatto in verticale se per ogni K C M compatto l'insieme
71K Nsupp(w) & compatto. Indichiamo con %, (E) I'insieme di tali forme.

Le forme Q,(E) con la restrizione del differenziale esterno d sono un complesso di
cocatene, definiscono quindi una coomologia H} (E) detta coomologia a supporto compatto
verticale. Nel caso di un fibrato vettoriale orientato m : £ — M possiamo definire
globalmente un’operazione di itegrazione lungo la fibra che a ogni k-forma w € QF (E)
associa una (k —n)-forma su M. L’integrazione lungo la fibra commuta con il differenziale
esterno, quindi induce una mappa in coomologia

et Ho (F) — H* (M)
Vale il la seguente proprieta nel caso di un fibrato banale 7 : M x R® — M.

Proposizione 1.40. L’integrazione lungo la fibra induce un isomorfismo

et HY (M x R™) —s H*"(M)
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Capitolo 2

Il complesso di Cech-de Rham

In questo capitolo introduciamo il complesso di Cech-de Rham, un oggetto algebrico che
estende il complesso di de Rham e con il quale diamo una versione generalizzata della
successione di Mayer-Vietoris. Con questo costruiamo due classi di coomologia associate
a un fibrato vettoriale orientato, la classe di Eulero e la classe di Thom. II riferimento
principale per questo capitolo ¢ [BT82, § 8-12]. Referenze piu precise vengono dati nel
testo.

2.1 1l principio di Mayer-Vietoris

Nel Capitolo 1 abbiamo introdotto la successione di Mayer-Vietoris, uno strumento che
permette di relazionare la coomologia di una varieta M con quella di due aperti che la
ricoprono. Estendiamo questa idea al caso generale di un ricoprimento aperto numerabile.

Consideriamo una varieta M con un ricoprimento aperto U = {U, }aen. Per sempli-
ficare la notazione indichiamo con Uy,.. .q, lintersezione Uy, N ... N U,,. Abbiamo una
successione di inclusioni

9o

do —
< o1
M| |Us o Ungar +5— || Usomian
« ap<al <—2 ap<a;<az

dove 9; ¢ l'inclusione che ”si dimentica” dell’i-esimo aperto. Ad esempio
0y : Uaparaz = Uagan

e 'inclusione di Uy, N Uy, NU,, come sottoinsieme di Uy, N U, .
Questa successione di inclusioni induce una successione di restrizioni di forme differen-

ziali
do
r * L * 01 *
(M) — [0 5 I] 9 Wase) == ] 9 Uagesa) §
« apg<a i} ap<al<a2
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Un elemento w di [[ Q9(Ua...a,,) € un vettore di g-forme differenziali, le cui componenti
sono delle forme wey...q, di 29(Uay...ap)-

Definizione 2.1. Definiamo 'operatore

0: HQ Qag...Qp _>HQ QaQ.. Oép-&-l)

dato dalla somma a segni alterni delle §;. Piu precisamente, se w & un elemento di

[199(Uq...a,) si ha
p+1

(6w)ao...04p+1 = Z(_l)iwao...di...ap+1
=0

Si verifica che vale 62 = 0 ([BT82, Proposizione 8.3]), otteniamo quindi un complesso
di cocatene.

Per definizione gli indici ay, . . ., a; della forma Wag,...,a, SONO ordinati in modo crescen-
te, estendiamo la notazione ammettendo indici in qualsiasi ordine, con la convenzione che
scambiare due indici cambia il segno della forma:

W . .a.p.. = ~W._ 5.«
Vediamo adesso una generalizzazione della successione di Mayer-Vietoris.

Proposizione 2.2. Siano M una varieta e U = {Uy }aen un ricoprimento aperto, si ha
una successione esatta

0 — Q" (M *)HQ* o) *)HQ* aoay) HHQ coomaz) —

Dimostrazione. Un elemento di [[Q*(U,) annulla 0 se e solo se determina una forma
globale su M. Questo & equivalente a richiedere che le sue componenti coincidano sulle
intersezioni Uy, q,, cioe che sia un elemento dell’immagine di 7.

Consideriamo una partizione dell’unita {p, }aen relativa al ricoprimento U. Dato un
elemento w € [[Q*(Uaqy...q,) tale che dw = 0, definiamo 7 € [[Q*(Uy,...a,_,) come

Tag...ap—1 — § PaWaay...ap—1
aeN

Allora

M@

Tao...oli“.ozp = E PaWaag...é;...ap

:0 7,00

(07 )a.. ap =

Per ipotesi su w abbiamo

p
(5‘*))&&0...&,, == Woco...ap + Z(_l)lJrlwaao...di...ap =0
=0
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Sostituendo nell’espressione ottenuta per ((57‘)%._,%:

P
(57—)a0...o¢p = Z Po Z(_l)zwaao...di...ap = Z PalWayg...ap = Wag...ap
a€eN =0 a€eN
da cui 'esattezza della successione. O

Osservazione 2.3. La definizione di 7 come nella dimostrazione fornisce un’omotopia di
cocatene per questo complesso. Infatti se K : [[Q*(Uag..a) — [192*(Uag...ap_,) © tale
che

(Kw)ao...ap,1 - E pocwocozo...ocp,1
aeN

si ha
0K +Ké=1id

Quindi K & un’omotopia di cocatene tra 'indentita e la mappa nulla, di conseguenza la
coomologia del complesso € banale e la successione e esatta.

Possiamo organizzare la nuova successione di Mayer-Vietoris in un complesso doppio.
Un complesso doppio ¢ una famiglia di spazi vettoriali K** = {KP%}, ezxz dotata di
mappe

§: KP4 —y KPTha d . Kpd —y gPatl

tali che 62 = 0, d> = 0 e 6d = dd. Possiamo definire un complesso di cocatene a partire
dal doppio complesso K** considerando gli spazi vettoriali ottenuti sommando lungo le

diagonali
K" — @ KP4
ptg=n

e il differenziale D = D' + D" su KP? con D' = § e D" = (—1)Pd su KP*: vale infatti che
D? = 0. Definiamo la coomologia H}{K} del doppio complesso K** come la coomologia
del complesso di cocatene K*.

Nel nostro caso poniamo KP4 = CP(U,Q9), con U = {U, }aen un ricoprimento aperto.
Abbiamo un complesso doppio aumentato (cioé aggiungiamo all’inizio ogni riga il nucleo
della prima mappa orizzontale):

0 ——02(M) _r 0.2 K12 K22

0 »QL (M) | goa KL K21

0 400 (M) r . K00 K10 K20
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Gli elementi di CP(U, Q) si dicono p-cocatene a coefficienti nelle g-forme. Un elemento
¢ =¢o+ ...+ ¢, € K" con ¢, € C"(U,Q""), tale che Dy = 0 ¢ un D-cociclo. Lo
rappresentiamo graficamente in questo modo

0

'D// _ T
ao =0 bo
dag = —D"ay =
o1
0an—1 = —D"a,
da, =0 +
¢n - 0

Un D-cobordo € un elemento ¢ per cui esiste ¢ tale che Dy = ¢.

Il doppio complesso C* (U, Q") = {CP(U, Q) }(, g)ezxz € il complesso di Cech-de Rham
(per p < 0 oppure ¢ < 0 poniamo CP(U,Q?) = 0). Indichiamo con C*(U,Q*) anche il
complesso di cocatene associato. Per la Proposizione 2.2 il complesso di Cech-de Rham
aumentato ha le righe esatte, da cui il seguente risultato.

Proposizione 2.4. Siano M una varieta e U = {Uy}aen un ricoprimento aperto. La
mappa di restrizione v : Q* (M) — C*(U, Y*) induce un isomorfismo

" Hijp(M) — Hp{C*(U,Q")}
tra la coomologia di de Rham di M e la coomologia del complesso di Cech-de Rham.
Dimostrazione. Dal momento che dr = 0 si ha
Dr = (6+ (—1)Pd)r = (—1)Pdr = (—1)Prd

quindi r ¢ una mappa di cocatene e induce una mappa r* in coomologia.
Consideriamo un D-cociclo

¢ = Z¢l? le € Cz(ua Qn_z)
=0

Per esattezza delle righe del complesso aumentato esiste v, tale che §y,, = ¢,. Allora
I’elemento ¢ — D), € un D-cociclo che rappresenta la stessa classe di coomologia di ¢,
ma la cui componente in grado (n,0) ¢ nulla. Ripetendo questo ragionamento possiamo
supporre che ¢ sia un elemento di C%(4, Q"), in particolare dg = 0 e §¢ = 0. Da queste due
condizioni segue che ¢ determina una forma chiusa globale su M, quindi r* & surgettiva.

Vediamo adesso che r* & iniettiva. Sia w € Qk(M ) una forma chiusa, supponiamo che
r(w) = D1 per un certo 1, cioe r*([w]) = 0. Scriviamo

k—1
Y= i, i€ CHUQFTT
1=0
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Dato che D & un elemento di C°(U, Q) si ha §i,_; = 0. Ragionando in modo analogo
a prima possiamo assumere ¢ = 1y € CO(U, Q*~1). Allora deve valere che dy = D1, cioe
6y = 0. Questo significa che 1 determina una forma globale 7 e vale che d7 = w.

Da questo segue che r* & un isomorfismo. O

Diamo una formula esplicita per questo isomorfismo. In particolare esiste un omomor-
fismo di complessi di cocatene

f:crU, Q) — QY(M)

tale che for =idg«(ps) e 7o f & omotopa allidentita di C* (U, 2*). In particolare f induce
un isomorfismo tra le due coomologie. Una dimostrazione del seguente risultato & data in
[BT82, Proposizione 9.5].

Proposizione 2.5. Siano M una varieta, U = {Uq }aen un buon ricoprimento e {pq}aen
una partizione dell’unita relativa a U. Consideriamo K : CP(U,Q*) — CP~1 U, Q%)
l’omotopia di cocatene data da

(Kw)ao...ap_1 = E PaWaay...ap—1
aeN

Dati o = ag+ ...+ ay con a; in CHU,Q") e B = Da = o+ ...+ Bar1 con B; in
CU U, Y definiamo f: C*(U, Q%) — Q*(M) tale che

n n+1
fla) =Y (-D"dK)'e; — Y K(-D"dK)'g; € C°(UU, Q")
=0 =0

Allora for =idg«y el —ro f=DL+ LD, dove L & l'omotopia di cocatene definita da
La=(La);1+ ...+ (La)p—1 con

(La)p = > K(-D'K)""la; € CPU, Q"7
i=p+1

Possiamo aumentare anche le colonne del complesso di Cech-de Rham, aggiungendo
una riga costituita dai nuclei CP(U,R) delle mappe

d: ] 2°Wap...ap) — [T (Uag..a)

19



0 — OX(M) = | [[92(Us) |12 (Wage) | 12 (Ungaran)

r

0 — QYM)— |1 U) [T12(Uagar) | ITY (Uagaras)

0 — QM) [ [[2°(Ua) | TI12°Wagar) | TIUagaras)

Gli elementi di CP(U,R) sono quindi funzioni lisce localmente costanti sulle intersezioni

Uao‘..ap-
La riga che abbiamo aggiunto

COU,R) —— CYU,R) —— C*(U,R) —>— ...

& un complesso di cocatene. La sua coomologia H*(U, R) si dice coomologia di Cech del
ricoprimento U.

Osservazione 2.6. Se le colonne del complesso aumentato fossero esatte, un ragionamento
analogo a quello usato per mostrare la Proposizione 2.2 darebbe un isomorfismo tra la
coomologia di Cech H*(U,R) e la coomologia H}{C*(U,Q*)}, che a sua volta & isomorfa
alla coomologia di de Rham. I gruppi di coomologia

II F'Ua..op)

g=>1
ap<...<ap

misurano quanto la p-esima colonna non sia esatta e in generale non sono nulli. Tuttavia
se U ¢ un buon ricoprimento le intersezioni Uy,...q, sono tutte contraibili, quindi hanno
coomologia banale.

Teorema 2.7. Siano M wuna varieta e U un buon ricoprimento, si ha un isomorfismo
Hjp(M) = H*(U,R) tra la coomologia di de Rham di M e la coomologia di Cech del
ricoprimento U.

Da questo segue che la coomologia di Cech, che in generale dipende dal ricoprimento
scelto, e la stessa per tutti i buoni ricoprimenti di una varieta.

Possiamo descrivere esplicitamente I'isomorfismo tra le due coomologie usando la Pro-
posizione 2.5.
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Proposizione 2.8. Sia n € C™(U,R) un cociclo del complesso di Cech. La forma diffe-
renziale su M associata a n € data dalla formula

fn) = (=)"(D"K)"n

dove K e l'omotopia di cocatene definita nell’enunciato della Proposizione 2.5. Questa
corrispondenza induce un isomorfismo in coomologia.

Il seguente lemma sara utile nella dimostrazione del Teorema di Leray-Hirsch.

Lemma 2.9. Siano K e L complessi doppi con differenziale orizzontale § e differenziale
verticale d e f : K — L un omomorfismo di complessi doppi, supponiamo che KP4 e
LP9 siano nulli per p < 0 oppure g < 0. Se f induce un isomorfismo tra i complessi doppi
H}™(K) e Hy*(L) allora f induce un isomorfismo tra HR{K} e Hp{L}.

Dimostrazione. Sia f* : HL{K} — H}{L} la mappa indotta da f, mostriamo che ¢
iniettiva e surgettiva.

Consideriamo un D-cociclo a = ag + ...+ a, € K, con a; € K"~ e supponiamo che
esista un elemento b = by + ...+ b,_1 di L per cui Db = f(a), con b; € L¥*"*~*1,

0
i
flao)>
Tt
bo +f(a1)>

.
bnfl *—f(a/n)%_> 0

Dato che dag = 0 e dbyg = f(ag) esiste ¢y € K91 tale che ag = dcg. Poniamo o' = a— Dcy
eb =b— f(cp), si ha che a e @’ rappresentano la stessa classe di D-coomologia, Db’ = f(a’)
e ajy = 0. Dal momento che dbj) = f(a) = 0 esistono o € K% 1 e 3 € Lo 2 tali che
f(a) = by — dp, con daw = 0. Poniamo a” = a’ — Da e " =V — f(a), in modo tale che
DY = f(a"), aj = 0 e b = dB. Dal fatto che b = df segue che esistono v € K%"~2 ¢
e € LO"=2 tali che

o = f(dy) +de =df (v) + de
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Poniamo b’ = b’ — D(f(v) —¢), allora Db’ = a” e b} = 0.

by f(a3)

~Z_ 1 +f (ay)

Iterando questo procedimento ci riduciamo al caso in cui a = a, e f(a) = Db, dove
b ha componenti nulle in L*"~~! per i < n. Questo implica che sia f(a) = 0, quindi
esiste € K5 tale che dn = a. D’altra parte K" = 0, quindi @ = 0. Segue che f* ¢
iniettiva.

Vediamo adesso che f* & surgettiva. Consideriamo ¢ =c¢g+ ...+ ¢, € L un D-cociclo
con ¢; € L¥"~%. Dato che dcy = 0 esistono ag € K%" e o € LV tali che f(ag) = co + da
e dag = 0. Poniamo ¢ = ¢ + Da, questi rappresentano la stessa classe di D-coomologia.
Dato che f(dag) = dc) = dc} esiste e € K1"~! tale che dag = de, quindi

d(cy = f(e)) = dc — f(de) = dcy — f(bag) = dcy — dcf; =0

Allora esistono a; € K11 e 8 € L2 tali che ¢ — f(¢) = f(a1) — dB e da; = 0, cioe
f(a1 —¢) = ¢} —dB. Poniamo ¢" = ¢ — Df e a| = a1 — ¢, vale che f(ag) = ¢py, f(a1) =
e dag = —daj.

Iteriamo questa costruzione fino a determinare un D-cociclo ¢ che rappresenta la stessa
classe di D-coomologia di ¢ e un elemento @ = dg + ...+ @,_1 con a; € K"~ f(a;) = &
e Da = 0a,_1. Vale che f(0a,_1) = d¢,_1 = (—=1)"dé,, quindi esiste £ € K™Y tale che
dé = (—1)"6an—1. Da questo segue che

d(én - f(é)) = (_l)néénfl - (_1)nf(5dn71) =0

quindi esistono @, € K™ e & € L1 tali che da, = 0 e &, — f(£) = f(@n) — da. D’altra
parte L=5" = 0, quindi @ = 0 e &, = f(a, — ). Poniamo &' = a — £, vale che f(@') =& e

Dé! = Di — D& = 8iin_y — 62 — (—1)"dé = —5¢
Vediamo che 6 = 0. Poiché vale f(6(a, — &)) = 0é, = 0 segue che esiste y € K~ 1"+!

tale che 0(a, — &) = dvy. Questo & uguale a 0 in quanto K~ 5"t = Allora @’ ¢ tale che
Dd' =0e f(@') = ¢, cioe f* & surgettiva. O
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Teorema 2.10. Sia w7 : E — M wun fibrato con fibra F. Se H*(F) é finitamente ge-

nerata ed esistono delle classi eq,...,e, € H*(E) le cui restrizioni danno una base della
coomologia di F allora H*(E) é un modulo libero su H*(M) con base {e1,...,e.}. In
particolare

H*(E) = H*(M) @ H*(F)

Dimostrazione. Sia U = {Uy}aen un buon ricoprimento di M. Dal momento che 7 &
surgettiva vale che U, NUg # 0 se e solo se 71U, N 7T71U,3 # (), quindi 7 induce una
mappa tra i complessi doppi 7* : C*(U,Q*) — C*(7~'U,Q*). Siano ey,...,e, € H*(E)
le classi di coomologia le cui restrizioni danno una base di H*(F'), sugli aperti U, possiamo
definire una proiezione p : 771U, — F. Definiamo quindi una mappa

7y s HY(F) @ C*(U, Q%) — C*(n~'U, )

definita da 77;([e;] ® ¢) = p*e; AT*¢.

Sul complesso H*(F)®@C™* (U, *) consideriamo il differenziale ottenuto da id®4 e id®d.
La sua coomologia ¢ quindi H*(F) ® H*(M). Dato che la coomologia di C*(7~1U,Q*) &
isomorfa a H*(E) e sufficiente vedere che 7}, induce un isomorfismo in coomologia.

La d-coomologia di CP(U,Q2*) & data da

[I B 'aoy)= ] HWUs.oxF)= [][ HF)

ap<...<ap ap<...<op ap<...<op

Inoltre si ha una mappa naturale

aFEYe | HUspwo,) — [[ HF)

ap<...<ap ap<...<ap

[es] ® [¢] — (/U %0...%) [ei]

Questo € un isomorfismo perché surgettiva e tra spazi vettoriali della stessa dimensione.
Quindi 77, induce un isomorfismo tra H;;% ((H*(F) @ C*(U,Q%)) e Hy™ (C*(x U, Q).
Per il Lemma 2.9 si ha quindi la tesi. O

definito dall’associazione

2.2 La classe di Eulero di un fibrato in sfere

In questa sezione ci concentriamo sui fibrati in sfere, cioé con fibra S™, al fine di determinare
una classe di coomologia che rispetti le ipotesi del Teorema di Leray-Hirsch. In particolare
vogliamo capire quando esiste una forma differenziale v chiusa la cui restrizione alla fibra
rappresenta un generatore di H"(S™). Nel fare questo costruiamo una classe di coomologia,
la classe di Eulero, che rappresenta un’ostruzione alla chiusura di .

Assumiamo che lo spazio base di un fibrato in sfere sia sempre connesso.
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Definizione 2.11. Siano M una varieta e m : E — M con fibra S™. Questo ¢ orientabile
se esiste un ricoprimento aperto U = {Uy}aeny di M trivializzante per il fibrato e un
generatore [0,] di H"(E |y, ) per ogni a per cui vale [0, = [0g] in H*(E |y,nv,). Una
tale scelta di generatori si dice orientazione del fibrato e il fibrato con una data orientazione
si dice orientato.

Un modo naturale di costruire un fibrato in sfere ¢ quello di usare un fibrato vettoriale.
Sia m: F — M & un fibrato vettoriale di rango n+ 1 dotato di una metrica Riemanniana,
il suo gruppo di struttura ¢ O(n + 1). Consideriamo il fibrato S(E) la cui fibra su p € M
e costituita dai vettori unitari di E,, con funzioni di transizione date dalle restrizioni di
quelle di E: S(F) € un fibrato con fibra S™ e gruppo di struttura O(n + 1).

Osservazione 2.12. Sia 7 : E — M ¢ un fibrato vettoriale, consideriamo E° il comple-
mentare della sezione nulla. Questo ¢ omotopicamente equivalente a un fibrato in sfere.
Inoltre ogni metrica Riemanniana su E induce un fibrato S(E) che & omotopicamente
equivalente a E°.

Osservazione 2.13. Fissata un’orientazione della sfera S™, consideriamo una forma chiusa
o € Q"(S™) che rappresenta un generatore di H"(S"), cioe tale che

/ c=1

Se g € un elemento di O(n + 1) si ha che

/ g*o':/ detgo:/ det go = det g
n g(Sn) n

In particolare o e g*o rappresentano la stessa classe di coomologia se e solo se g € un
elemento di SO(n + 1).

Proposizione 2.14. Un fibrato vettoriale E — M ¢é orientabile se e solo se il fibrato
in sfere associato S(E) — M ¢ orientabile. In particolare possiamo scegliere su E e su
S(E) le stesse funzioni di transizione, e quindi lo stesso gruppo di struttura.

Una dimostrazione di questo fatto viene data in [BT82, Proposizione 11.2]. Il concetto
di orientazione per un fibrato vettoriale E coincide quindi con quello del fibrato in sfere
S(E).

Sia m : E — M un fibrato in sfere con fibra S™, cerchiamo una n-forma globale che
si restringa a un generatore della coomologia di ogni fibra. Consideriamo U = {Up, }qen
un buon ricoprimento, iniziamo scegliendo una n-forma o, € Q"(E |y, ) che rappresenti
un generatore di H"(E |y,). Queste determinano un elemento o%" in CO(U, Q") tale
che (6%"), = 0,. Per lisomorfismo tra H*(E) e Hp{C*(7~'U,Q*)} & sufficiente esten-
0m 3 un D-cociclo del complesso di Cech-de Rham. Per fare questo deve valere
necessariamente che (609")4 0, = Ta; — 0o, Sia esatta, ciod che [04,] = [0a,] Per ogni
oo # a, che & equivalente alla condizione di orientabilita del fibrato. Supponiamo quindi
che 7 : E — M sia un fibrato in sfere orientabile, con orientazione ¢%", in particolare

dere o
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esiste o1t € CY(r~ U, Q") tale che 60" = do'”~!. Dal momento che H*(S™) = 0
per 1 <k <n —1 le k-forme chiuse su F ‘Uao...ap sono esatte per tali valori di k, quindi
%" pud essere estesa in modo analogo a una cocatena

oc=0""4 ... +o™0, e Ol rTU, QM)

tale che Do = §o™9.

Dato che d(do™?) = §(do™") = £§(50™ 1) = 0 si ha che §6™° & un elemento di
C"t Y (7~Y,R). In particolare esiste ¢ € C"*(U,R) tale che Do = i(—7*c), dove i &
inclusione C*(7~ U, R) — C* (771U, Q°), in quanto la proiezione 7 induce un isomorfi-
smo tra i complessi doppi. Vale che ¢ = 0, quindi € determina una classe di coomologia
e(E) € H" (M), che chiamiamo classe di Eulero. Questa classe di coomologia non dipen-
de dalla scelta del buon ricoprimento I/, né dagli elementi ¢"~* ([BT82, Proposizioni 11.7,
11.8)).

Osservazione 2.15. Sia m : E — M un fibrato vettoriale orientato, il fibrato E° ha
un’orientazione indotta da quella di E. Definiamo la classe di Eulero e(FE) di E come la
classe di Eulero di E°.

Se la classe di Eulero & nulla allora o & un D-cociclo che ha la stessa classe di coomologia
di %", Dato che le restrizioni delle componenti di %" generano la coomologia delle fibre,
esiste una forma globale che si restringe a un generatore della coomologia di ogni fibra se
e solo se il fibrato E — M ¢ orientabile e la classe di Eulero e(FE) si annulla. La forma
differenziale ¢ € Q"(FE) associata a o si dice forma angolare. Per la Proposizione 2.5, con
le stesse notazioni, si ha

n
Q,Z) — Z(_l)i(D/lK)io_i,n—i + (_1)n+1K(D//K)n(_ﬂ_*6)
i=0
e dy = —7*e(E).
La classe di Eulero rappresenta un’ostruzione all’esistenza di una sezione per un fibrato

in sfere orientato, e in particolare all’esistenza di una sezione mai nulla per un fibrato
vettoriale orientato.
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Proposizione 2.16. Sia 7 : E — M un fibrato in sfere orientato, se ammette una
sezione globale allora la classe di Fulero e(E) ¢ nulla.

Dimostrazione. Sia s : M — E una sezione, allora s*n* = id. Con le stesse notazioni
usate per la costruzione della classe di Eulero vale che

—7*e = Do
Applicando s* otteniamo la relazione
—e=Ds"o
quindi la classe di Eulero e nulla. O

In particolare la classe di Eulero di un fibrato banale ¢ sempre nulla.

2.3 La classe di Eulero di un fibrato vettoriale orientato di
rango 2

Diamo una costruzione diversa della classe di Eulero nel caso dei fibrati vettoriali orientati
di rango 2. Vediamo poi che tale descrizione della classe di Eulero coincide con quella vista
nel caso generale. Infine determiniamo una formula esplicita in termini di un ricoprimento
aperto della varieta, di una partizione dell’'unita e delle funzioni di transizione del fibrato.

Consideriamo 7 : E — M un fibrato vettoriale orientato di rango 2 dotato di una
metrica Riemanniana e U = {U,}aeny un ricoprimento aperto che trivializza il fibrato.
Scegliamo un frame ortonormale sopra a ogni U, che induce delle coordinate polari ry e 6,
suE° |y,. Sex1,...,x, sono coordinate su U, allora 7*z1, . .., Ty, 7o, O s0N0 coordinate
su E° |y, . Sulle intersezioni U, NU 3 iraggir, e rg coincidono, mentre in generale 6, e 03
sono diversi. Data 'orientabilita del fibrato possiamo definire una ”rotazione antioraria”
su ogni fibra in modo coerente, chiamiamo quindi ¢,3 1’angolo di rotazione antioraria dal
sistema di coordinate di 71U, a quello di 7r*1U5. Vale che

95 =0, + W*goag

Osservazione 2.17. Comporre le rotazioni da U, a Ug e da Ug a U, ¢ equivalente a ruotare
da U, a Uy, quindi @ag + ¢y — oy ¢ un multiplo intero di 27. In particolare vale
dpag +dpgy — dpay = 0.

Proposizione 2.18. Con le stesse notazioni, esistono delle 1-forme &, € QY(Uy,) tali che

1

%d@ab’ =& — &a

Dimostrazione. Sia {pa}acn una partizione dell’unita relativa a U = {Uy, }aen, definiamo
1
o = % Z pvdSOaw
g
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Allora 1 1 1
gﬁ —&a = % Zy:/)’yd(%@’y - ‘Pcw) = % Zy: P"/d(/?aﬁ = gdﬁpa/j

O]

Consideriamo le 1-forme {{,}qen. Vale che d&, = d¢g su U, N Ug, di conseguenza
esiste una 2-forma globale che ristretta a U, coincide con d¢,. Tale forma & chiusa in
quanto localmente esatta e la sua classe di coomologia non dipende dalla scelta delle &,.
Infatti se {£,}aen sono altre 1-forme tali che

1 _
gd%ﬁ :fg — &0 =83 —&a

allora vale Eﬁ - &3 = &, — & Possiamo quindi definire una 1-forma globale ¢ tale che
€ lv,= &, — &, in particolare d€, — d&, differiscono per una forma esatta globale e
determinano la stessa classe di coomologia. Vediamo che questa coincide con la classe di
Eulero. Consideriamo 7° : EY — M come un fibrato con fibra S' e gruppo di struttura
SO(2), supponiamo che U sia un buon ricoprimento di M. Dalla definizione di ¢,5 e di

&y siha
% _ deoé _ *d@aﬁ

o o Lk
2T 2T T 2T e = La

Possiamo inserire all'interno del complesso di Cech-de Rham gli elementi che stiamo
considerando:

dé Ldo
— T
2T 2
o % _rte
2 T

Per la Proposizione 2.8 la forma differenziale su M corrispondente a ¢ & (—D"K)?e,
dove K ¢ I'omotopia di cocatene definita nell’enunciato. Dato che g — £, = dg,p si ha
0& = d, inoltre usando la relazione d K + K = id possiamo scegliere £ = %K dep. Dalla
costruzione della classe di Eulero segue che %&p = —¢, quindi applicando K

—Ke = 2£ + 0w, we WU,
T
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Quindi
(~D'"K)? = —dKdKe = dKd (£ + &J)
2
— dKdZ + dKdéw
27
— d¢ + dKdow

D’altra parte
dKdéw = dKddw = d(id — K )dw = —dd K dw

La forma Kdw e definita globalmente, quindi d K dw € una forma esatta globale e appartiene
al nucleo di §. Allora
(-=D"K)% = d¢

cioe le due definizioni date per la classe di Eulero sono equivalenti.

Descriviamo adesso la classe di Eulero in termini delle funzioni di transizione del fi-
brato. Dal momento che questo & orientabile le funzioni g,s hanno valori in SO(2), che
identifichiamo con la circonferenza unitaria complessa tramite la mappa

cosf —sind i

sinf cosf
In particolare possiamo pensare alle g,g come a funzioni a valori complessi. Tramite questa
identificazione 'angolo di rotazione dal sistema di coordinate di #~'Up a quello di 71U,
e

* 1 *

T d‘paﬂ = _Eﬂ- lOggaﬁ

Dato che 7 ha differenziale di rango massimo il pullback 7* & iniettivo sulle forme, quindi

1
d‘roaﬁ = _Z log 9ap

Sia {pa }aen una partizione dell’unita reativa a U, scegliendo
1 1
bo=5-2 pdpra=—5—> pydlogga
gl ¥
si ha che la restrizione di e(E) a U, & data da

1
(2.1) e(F) = —5— > d(pyd1og g;a)
il

Sia f : N — M una mappa tra varieta, dal fatto che le funzioni di transizione di
f~1E sono Jdap © [ = f*gap si ha il seguente risultato.

Teorema 2.19. Siano E — M un fibrato vettoriale e f : N — M wuna mappa tra
varieta. Vale che e(f~1E) = f*e(E)

28



Esempio 2.20. Consideriamo la retta proiettiva complessa CP! costituita dall’insieme
delle rette per l'origine di C?, sia S = {(¢{,v) € CP! x C?> | v € ¢}. La proiezione
7 : S — CP! tale che (¢, v) = £ & un fibrato vettoriale (reale) di rango 2 su CP!, detto
fibrato universale. Vediamo che la classe di Eulero e(S) genera H?(CP!).

Consideriamo le coordinate omogenee [z, z1] su CP' e gli aperti del ricoprimento
standard Uy = {[20, 1] | z0 # 0} e U1 = {[z0, 21] | 21 # 0}. Le mappe

(250:7T71U0—>U0X(C, ¢1:7T71U1—>U1><C

tali che ¢ (4, (v,w)) = (£,v) e p1(¢, (v,w)) = (¢, w)) danno una trivializzazione del fibrato.
Calcoliamo la funzione di transizione. Siano [z, z1] € CP! e w € C, esiste un unico v € C
tale che (v, w) & un punto della retta identificata da [zo, 21]

901([2’0,21])(71)) = (¢0 © ¢1_1) ‘[zo,zﬂ C (w) = ¢0(¢1_1([ZO7Z1]7U)))

= ¢0([20a21]7 (U7w)) = ([ZO,Zl],U)

D’altra parte = = z—‘; e di conseguenza v = %U% quindi go1([20, 21]) € la moltiplicazione
20

per P
Per vedere che e(S) genera H?(CP') ¢ sufficiente mostrare che il suo integrale & 1. Dal

momento che CP! = U; U {[1,0]} si ha

/(C]P>1 e(S) = /Ul e(S)

Sia {po, p1} una partizione dell’unita relativa al ricoprimento {Uy,U;} tale che pg € co-

~

stantemente 1 intorno all’origine di Uy = C, identifichiamo U; con C con la coordinata
z= z—? Usiamo la Formula 2.1 per la classe di Eulero:

1 1
/ e(S) = 5 / d(podlogz) = 5 lim d(podlog z)
Uy T JC

7 r—0 A,

dove A, ¢ la corona circolare di raggio minore r e di raggio maggiore R tale che la palla
aperta Br(0) centrata in 0 di raggio R contiene il supporto di pg. Per il Teorema di Stokes
([Teorema 1.27))

d

lim d(podlog z) = lim — d <poz> = —2mi
r—0 Ay r—0 8BT(O) 4

Quindi e(S) genera H?(CP).

2.4 Coomologia di Cech a coefficienti in un prefascio

Generalizziamo la costruzione della coomologia di Cech, ammettendo dei coefficienti piu
generali delle forme differenziali (2*.
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Definizione 2.21. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio # su X & un funtore
controvariante dalla categoria degli aperti di X, i cui morfismi sono le inclusioni, alla cate-
goria dei gruppi abeliani. Un omomorfismo tra due prefasci .% e 4 ¢ una trasformazione
naturale tra i due.

Osservazione 2.22. 1l funtore Q* che a ogni aperto associa l'insieme delle forme differenziali
su quell’aperto € un esempio di prefascio.

Sia .# un prefascio su uno spazio topologico X, diciamo che .% ¢ il prefascio banale
con gruppo G se per ogni U C X aperto connesso vale F(U) = G e se per ogni inclusione
di aperti V. C W la mappa # (W) — Z# (V) e lidentita. Diciamo che .# & un prefascio
costante se & isomorfo al prefascio banale, che ¢ localmente costante se ogni punto di X
ammette un intorno U tale che .# |y € costante.

Consideriamo X uno spazio topologico avente ricoprimento aperto U = {Uy }aer, dove
I & un insieme numerabile e totalmente ordinato, le p-cocatene a coefficienti in F sono gli
elementi di

W)= [ FWapar)

ap<...<ap

Come nel caso delle forme differenziali definiamo I'operatore

0 [[Z Wap..o) — [[Z Wag..anir)

tale che
p+1

(5W)a0...ap+1 = Z(_l)lwao...di...ap_»,_l
i=0

Si ha 62 = 0 (la dimostrazione & analoga a quella di [BT82, Proposizione 8.3]), quindi
C*(U, F) & un complesso di cocatene con differenziale §. Gli elementi del nucleo di ¢ sono
i 6-cocicli, gli elementi dell'immagine i §-cobordi. La coomologia H*(U,.7) del complesso
si dice coomologia di Cech del ricoprimento U a coefficienti in .

Consideriamo un raffinamento V = {Vs}scs di U, cioe un ricoprimento aperto per
cui esiste una mappa di raffinamento ¢ : J — I tale che Vi C Uyp). La mappa di
raffinamento ¢ induce una mappa tra i complessi ¢ : C*(U,.F) — C*(V,.F) tale che

(6% w) go...8, = W(B0)..0(5)

La mappa indotta ¢# commuta con § ([BT82, Lemma 10.4.1]), quindi induce una mappa
in coomologia. Inoltre se ¥ : J — [ & un’altra mappa di raffinamento allora esiste
un’omotopia di cocatene tra ¢7 e ¢# ([BT82, Lemma 10.4.2]). Di conseguenza le mappe
¢ e 1 coincidono in coomologia. Usiamo questo fatto per definire dei gruppi di coomologia
che siano indipendenti dalla scelta del ricoprimento.

Definizione 2.23. Un sistema diretto di gruppi ¢ una famiglia {G;},c; di gruppi, dove
I & un insieme diretto, tale che per ogni coppia a < b esiste un omomorfismo di gruppi
Yab : G — Gy per cui valgono:
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(i) Paa = 1dg,;
(ii) Pac = Pbe © Pab PET a < b<ec.

Definizione 2.24. Consideriamo un sistema diretto di gruppi {G;};e;r con omomorfismi
Yab : Goa — Gy. 1l limite diretto del sistema diretto e il gruppo

hﬂGi = |_| G; / ~
i€l
secondo la seguente relazione ~: due elementi g, € G, e g, € G sono equivalenti se e solo
se esiste ¢ € I tale che @uc(ga) = @pe(gp) in Ge.

Le mappe H*(U,.F) — H*(V,.Z) indotte dalle mappe di raffinamento danno una
struttura di sistema diretto di gruppi su {H*(U,.%#)}yen, dove A & linsieme dei rico-
primenti aperti numerabili di X con l'ordinamento dato dal raffinamento. Definiamo la
coomologia di Cech di X come il limite diretto

HY(X,7) = lim H* (U, F)

Questa costruzione generalizza la coomologia di Cech relativa a un buon ricoprimento che
avevamo visto in precedenza.

Proposizione 2.25. Sia .F il prefascio costante con gruppo R su una varieta M. La
coomologia di Cech H*(M,F) e la coomologia di de Rham H}jp(M) sono isomortfe.

Dimostrazione. Dal momento che i buoni ricoprimenti sono cofinali nell’insieme dei ricopri-
menti aperti di M, possiamo considerare il limite diretto sull’insieme dei buoni ricoprimenti
di M per il calcolo di H*(M,R). Per un buon ricoprimento ¢ si ha H*(U,R) & H},(M)
per il Teorema 2.7, quindi H*(M,R) = H,(M). O

2.5 L’isomorfismo di Thom

Sia 7 : F — M un fibrato vettoriale di rango n, possiamo mettere in relazione la coo-
mologia a supporto compatto in verticale di E con la coomologia di Cech di M usando
opportuni coefficienti. Specializzando questo risultato al caso di un fibrato vettoriale
orientato determiniamo una classe di coomologia, la classe di Thom, attraverso la quale
deduciamo alcune proprieta della classe di Eulero.

Siano 7 : E — M un fibrato vettoriale e U = {Up, }aen un buon ricoprimento di M,
costruiamo un doppio complesso usando le forme a supporto compatto in verticale.

r

0 — Q?}U(E)H HQZv(W_an) Hﬂgv(ﬂ_anoal) HQ?;v(W_anoalaz)

r

0 — QL(E) — [T1Q4%(m Ua) [IT % (7 Uagar )| TT Q60 (7 Uagaran)

r

0 — QU(E) — [T1Q2 (m Ua) [IT (7 Uagar )| TT Q2 (7 Uagaran)
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Con una dimostrazione analoga a quella della Proposizione 2.2 si ha che le righe di questo

complesso sono esatte, quindi
H,(E) = Hp{C* (v~ 'U, Q)

Calcoliamo adesso Hy " {H" {C*(m~'U, Q},)}}.
HEYC (U, 95,)} = HE, (|| 7 Vag.a )
= [[ 2o (7 Uay...ay) = CP(U, H2)

dove 4 & il prefascio definito da %4 (U) = H,(7~'U). Per il Lemma 1.40, se U &
diffeomorfo a R™ allora #25(U) = R se ¢ = n ed & nullo altrimenti. Di conseguenza
HYUY O (n7 U, )} e HPYHY{CH(n U, Q%) = HP(U, %) hanno tutte le righe
nulle eccetto per la riga n-esima.
Proposizione 2.26. Sia K un doppio complesso con differenziale orizzontale § e diffe-
renziale verticale d. Se Hy"{H;"{K}} ha solo una riga non nulla allora le coomologie
HsH,; e Hp sono isomorfe, cioé per ogni n
Hp{K}= € H}'{H;{K}}
pg=n
Usiamo questo risultato, che viene dimostrato in [BT82, Proposizione 12.1], per mo-

strare 1’isomorfismo di Thom.

Teorema 2.27. Siano m : E — M un fibrato vettoriale di rango n e U un buon
ricoprimento di M, si ha un isomorfismo H} (E) = H*™(U,H]7).
Dimostrazione. Per la Proposizione 2.26 si ha
Hp{C*(x~'U,,)} = @ HY (U, %) = H (U, A7)
pg=x*

da cui la tesi in quanto H} (E) = Hy{C*(71U, Q)] O

Supponiamo adesso che 7 : F — M sia un fibrato vettoriale orientabile di rango n.
Sia U = {Uy}aen un buon ricoprimento di M, esistono delle forme o, che generano la
coomologia di S(E) |y, e tali che [04] = [0g] su Uy N Ug. Dotando E di una metrica
Riemanniana possiamo definire una funzione "raggio” r, che si estende a una funzione su

tutto E. Scegliamo p(r) una funzione liscia negativa tale che p(0) = —1, p(1) = 0 e che
sia costante in un intorno di 0 e di 1, ad esempio quella in figura.

0,,
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Usiamo p per ricavare una forma su E a partire dalle forme o,. Identificando S(F)
con EY possiamo pensare a 0, come a una forma definita su E° |y, quindi (dp)oaen @
una forma su E |y,. Dalla condizione di orientabilita segue che [(dp)on] = [(dp)os] su
UaNUpg, quindi le forme {(dp)oq }aen definiscono una forma globale ® € Q7 (E). La classe
di coomologia di ® ¢ detta classe di Thom di E. Dal momento che la coomologia delle
fibre di EY & nulla in grado minore di n si ha che {0 }aen si estende a un D-cociclo, quindi
® & chiusa.

Teorema 2.28. Sia w: E — M wun fibrato vettoriale orientabile di rango n. La mappa
st HY (E) — H* (M) indotta dall’integrazione lungo le fibre é un isomorfismo.

Dimostrazione. Sia U = {Uq}aen un buon ricoprimento di M, dato che 7 : E — M & un
fibrato vettoriale 7~/ & un buon ricoprimento di E. Per la Proposizione 1.40 7, induce
un isomorfismo

Hé”q(C*(W_lua Q:u)) = HHg’U(ﬂ-_an0~-~ap) — HHq_n(Uao...ap) = Hﬁ’q_”(C*(Uv Q*))

Per il Lemma 2.9 7, induce un isomorfismo tra Hj (C*(7~'U, %)) e Hy " (C*(U,QY)),
quindi tra HY (FE) e H* " (M). O

Lemma 2.29. Sia 7 : E — M un fibrato vettoriale orientabile di rango n. Il prefascio
H e isomorfo al prefascio banale con gruppo R.

Dimostrazione. Per ogni aperto U di M la classe di Thom di E si restringe a un generatore
di 2}(U) per il Lemma 1.40. Inoltre se V' & un aperto contenuto in U la mappa indotta
dall’inclusione fa corrispondere ® |7 e ® |y. In particolare la mappa che a ® |7 associa 1
come generatore di R induce un isomorfismo tra il prefascio .7} e il prefascio banale con
gruppo R. O

Possiamo riformulare 1’isomorfismo di Thom nel caso di un fibrato orientabile:
H(E)=H""U,A5) = H""U,R) = H" (M)

Dalla costruzione data segue che la classe di Thom ¢ 'unica classe di H*(F) che si
restringe a un generatore della coomologia di ogni fibra. Con questa caratterizzazione ¢
possibile mostrare i prossimi due risultati, la cui dimostrazione si puo trovare in [BT82,
Proposizione 6.19] e [BT82, Proposizione 12.3] rispettivamente. Questi c¢i permettono di
stabilire un collegamento tra la classe di Thom e la classe di Eulero.

Proposizione 2.30. Siano 7w : By — M e wy : E5 — M due fibrati vettoriali orientati.
La classe di Thom di E1 @ Ey ¢ ®(E1 @ E2) = nj®(E1) A 15P(Es).

Proposizione 2.31. Sia 7 : E — M un fibrato vettoriale orientabile di rango n, consi-
deriamo p come sopra e v € Q" Y(EY) la forma angolare. La classe di coomologia della
forma

® = d(py) = (dp)¥ + pdy € Qg (E)
e la classe di Thom di E.
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Consideriamo adesso la sezione nulla s : M — FE, per costruzione di p si ha s*dp =0
e s*p = —1 quindi
s*® = (s*p)dyp = e(E)

dato che dy) = —7*e(FE). Ricaviamo adesso la formula di Whitney per la classe di Eulero.

Teorema 2.32. Siano w1 : By — M e wo : Fo — M due fibrati vettoriali orientati. La
classe di Eulero di E1 @ Ea € e(E1 & Es) = e(E1) A e(E2).

Dimostrazione. Sia s : M — E1 @ FEs la sezione nulla, abbiamo visto che
e(EhW @ Ey) = 8*(I)(E1 @ E»)

Per la Proposizione 2.30 vale che ®(E; & E3) = 7] ®(E1) A 3P (E2). Dato che mos e
9 0 § sono rispettivamente le sezioni nulle s; : M — Fy e so : M — FEs si ha

e(E1 D EQ) = S*(I)(El D EQ) = S*WT(I)(El) AN S*W;‘I)(EQ) = €(E1) VAN e(Eg)
O

Esempio 2.33. Consideriamo lo spazio proiettivo CP", i cui punti sono le rette di C*+!
passanti per l'origine. Si ha in modo naturale un fibrato vettoriale reale di rango 2, detto

fibrato universale:
S, ={(t,v) € CP" x C""! | v € £}

Pensiamo a CP!' come sottoinsieme di CP" identificandolo con il sottoinsieme

{[z0y---y2n] | 22 = ... =2, =0}

E un fatto noto di topologia algebrica che questa inclusione i : CP* —s CP" induce
un isomorfismo i* : H%(CP";Z) — H?*(CPY;Z) tra i gruppi di coomologia singolare a
coefficienti in Z (segue ad esempio da [Hat02, Lemma 2.34(c)| e da [Hat02, Teorema 3.5]).
Vale inoltre che I’anello di coomologia singolare di CP" & H*(CP";Z) = Z[x]/(z™*!) con
x generatore di H?(CP™) = Z ([Hat02, Teorema 3.19]) e che la coomologia di de Rham &
isomorfa alla coomologia singolare a coefficienti in R ([Leel3, Teorema 18.14]).

Notiamo che il fibrato universale S,, ¢ isomorfo al pullback tramite 7 del fibrato uni-
versale S1, quindi per naturalita della classe di Eulero vale che e(S,) = i*e(S1) genera
H?,(CP"). Segue che la coomologia di de Rham di CP" &

Hip(CP") = Rlz]/(z"*")

dove x corrisponde a e(S,).
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Capitolo 3

Classi di Chern

In questo capitolo diamo una definizione delle classi di Chern per un fibrato vettoriale com-
plesso m: E — M ed esaminiamo alcune delle loro proprieta. A tale scopo introduciamo
il Principio di Spezzamento, uno strumento che permette di studiare la coomologia di M
sotto 'ipotesi che E sia una somma diretta di fibrati vettoriali di rango 1. In particolare
lo utilizziamo per dimostrare la formula di Whitney per le classi di Chern. Concludiamo il
capitolo esibendo una relazione tra il Principio di Spezzamento e il fibrato delle bandiere
associato a F e ne calcoliamo la coomologia in termini delle classi di Chern di E. Facciamo
riferimento principalmente a [BT82, § 20, 21| e [MS74, § 14]. Ulteriori referenze vengono
date nel testo.

3.1 Definizione delle classi di Chern

Definizione 3.1. Un fibrato vettoriale complesso € un fibrato con fibra C™ e gruppo di
struttura G L, (C).

Osservazione 3.2. Sia w : E — M un fibrato vettoriale complesso, identificando C™ con
R?” otteniamo un fibrato vettoriale reale g : Frx — M. Dalla connessione per archi di
GL,,(C) ricaviamo che Ex & orientabile come fibrato vettoriale reale (una dimostrazione
di questo fatto viene data in [MS74, Lemma 14.1]).

Osservazione 3.3. Sia m : E — M un fibrato vettoriale complesso di rango n, possiamo
dotare E di una metrica Hermitiana e ridurre il gruppo di struttura del fibrato a U(n). Sia
U = {Uq }aen un ricoprimento trivializzante per il fibrato, per ogni « esistono sq 1, ..., San
sezioni linearmente indipendenti per il fibrato E |¢,. Definiamo una funzione

Qo - E ‘Ua x E ’Ua—> C

tale che g, |g, sia una forma quadratica Hermitiana definita positiva per ogni p in M con
base ortonormale {sq 1(p),...,San(p)}. Questo definisce una metrica locale sul fibrato.
Usando una partizione dell'unitd {pq}taecn relativa a U possiamo definire una metrica

globale
q= § Pala
o
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Scegliamo delle trivializzazioni locali ¢, che mandano sezioni ortonormali di E |y, in
sezioni ortonormali di U, x C", ottenendo cosi delle funzioni di transizione a valori in
U(n).

Da ora in poi per fibrato vettoriale intenderemo sempre fibrato vettoriale complesso, a
meno che non venga indicato diversamente.

Consideriamo inizialmente il caso di un fibrato vettoriale 7 : L — M di rango 1. Il
fibrato vettoriale Ly € orientabile, di conseguenza ammette una classe di Eulero. Definiamo
la prima classe di Chern di L come la classe di Eulero di Lg: ¢i1(L) = e(Lr). Questa &
una classe di coomologia in H?(M).

Osservazione 3.4. Se L, L' sono fibrati vettoriali rango 1 su M allora anche il prodotto
tensoriale L ® L’ ha rango 1. Sfruttando la Formula (2.1) che descrive la classe di Eulero
in termini delle funzioni di transizione si ha

cl (L X L/) =1 (L) +C (L,)
Se L’ ¢ il fibrato duale L*, dall’isomorfismo tra Hom(L, L) e L ® L* si ha
c1(Hom(L, L)) = ¢1(L) + c1 (L")

D’altra parte la funzione s : L — Hom(L, L) tale che s(p) € 'identita di L,, ¢ una sezione
mai nulla, quindi il fibrato Hom(L, L) & banale e la sua classe di Chern & nulla. Segue che
c1(L) = —ci1 (L¥).

Esempio 3.5 (Fibrato universale dello spazio proiettivo). Consideriamo il fibrato unver-
sale sullo spazio proiettivo complesso 7 : § — CP" come fibrato vettoriale complesso di
rango 1. Poniamo z = ¢1(S™), per quanto visto nell’Esempio 2.33 abbiamo una descrizione
dell’anello di coomologia di CP" in termini della classe di Chern di S:

H*(CP") = R[z]/(2"*")
Vediamo adesso il caso di un fibrato vettoriale di rango arbitrario.

Definizione 3.6. Sia p : £ — M un fibrato vettoriale con ricoprimento trivializzante
U = {Ua}aen e funzioni di transizione {gng}azg. La sua proiettivizzazione ¢ il fibrato
7 : P(E) — M la cui fibra su un punto p di M & lo spazio proiettivo P(E), = P(E),), con
funzioni di transizione g,4 : Uy N Ug — PGL,(C) indotte dalle go5. Un generico punto
di P(F) € quindi una retta ¢, nello spazio vettoriale Ej,.

Su P(E) possiamo definire tre fibrati in modo naturale: il pullback 7—!FE, il fibrato
universale S = {({,,v) € 7 'E | v € {,} e il fibrato quoziente @, dato dalla successione
esatta

0—— S — 7 'E——Q ——0

In particolare la fibra di ) sopra a un punto p di M ¢ E, /¢, e le sue funzioni di transizione
sono indotte da quelle di 7' E per passaggio al quoziente. Se E ha rango n i fibrati S e
() hanno rango rispettivamente 1 e n — 1.
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Definizione 3.7. La serie di Poincaré di una varietd M ¢ la serie formale
oo
(M) = dim H' (M)t’
i=0

Esempio 3.8. La serie di Poincaré dello spazio proiettivo CP" &
1 _ 2(n+1)
12
Proposizione 3.9. Consideriamo p : E — M un fibrato vettoriale di rango n e il suo

proiettivizzato 7 : P(E) — M. Esistono uniche delle classi di coomologia c;(E) € H* (M)
tali che

P(CP") =1+t +... +t¥" =

H*(M)[]
(@ +c(E)am 1t + ...+ cu(E))

Inoltre la serie di Poincaré di P(E) é

H*(P(E)) =

1_t2n

P(P(E)) = Pt(M)ﬁ

Dimostrazione. Sia x = e(Sg), questa ¢ una classe di coomologia di H2(P(E)). Dal mo-
mento che la restrizione di S a una fibra P(E), ¢ isomorfa al fibrato universale S dello
spazio proiettivo P(E),, per naturalita della classe di Eulero si ha e(Sgr) [pg),= e(Sg).
Quindi la restrizione di x coincide con e(gﬁi), le cui potenze generano la coomologia di
P(E), per ogni punto p di M ([Esempio 3.5]). Dal Teorema di Leray-Hirsch ([Teore-
ma 1.38]) segue che H*(P(E)) & un H*(M)-modulo libero con base {1,z,...,2" 1}. In
particolare esistono unici dei coefficienti ¢;(E) nell’anello di coomologia di M tali che

:En+cl(E)$nJ+,,,+cn(E) =0, ci(E) EH%(M)

dove identifichiamo H*(M) con il sottoanello 7*(H*(M)) di H*(P(F)). Dal Teorema di
Leray-Hirsch segue infatti che 7* € un omomorfismo iniettivo.
La struttura dell’anello di coomologia di P(E) ¢ data da

H*(M)]x]

Dalla scrittura della coomologia di P(E) come prodotto tensoriale, ricaviamo che la serie
di Poincaré di P(E) &

1— t2n
P(P(E)) = Pt(M)l_itQ
O
Definizione 3.10. Le classi ¢i(E),...,cn(E) definite nella Proposizione 3.9 si dicono

classi di Chern di E. Per i > n definiamo ¢;(F) = 0. La classe
cB)y=1+c(E)+...+cn(F)e H' (M)

¢ la classe di Chern totale.

37



Osservazione 3.11. Nel caso di un fibrato vettoriale p : L — M di rango 1 abbiamo due
definizioni per la prima classe di Chern, vediamo che queste effettivamente coincidono.
Siano S il fibrato universale su 7 : P(L) — L e x = e(Sf), ¢ sufficiente verificare che
valga la relazione

r+e(lr)=0

Dato che L ha rango 1 vale P(L) = M, di conseguenza 7~ 'L e S coincidono con L. Quindi
z = e(Sg) = —e(Sr) = —e(Lr)

da cui la consistenza delle due definizioni di ¢;(L).

Osservazione 3.12. Se E = M x C™ ¢ il fibrato banale allora P(E) = M x CP"! e
71E = P(E) x C". In particolare S = P(E) x C & banale e quindi z = 0. Allora le classi
di Chern di FE sono tutte nulle, cioe ¢(E) = 1.

3.2 Principio di Spezzamento

In questa sezione formuliamo il Principio di Spezzamento, che usiamo per dimostrare la
Formula di Whitney: dati due fibrati vettoriali m; : By — M e mo : Eo — M, la classe
di Chern ¢(E; @ E3) coincide con ¢(Eq)c(Es).

Iniziamo mostrando che le classi di Chern sono funtoriali rispetto alle mappe tra varieta.

Proposizione 3.13. Siano p: E — M un fibrato vettoriale e f : N — M una mappa
tra varieta. Allora c(f~'1E) = f*c(E).

Dimostrazione. Siano Sg il fibrato universale su P(E) e xp = ¢1(S};). Dato che il pullback
JTIP(E) e P(f~1E) coincidono possiamo identificare f~1Sg e Sj-1p. Dalla naturalita di
zg si ha inoltre

zpp = c1(Sjap) = a(f'SE) = [fa(SE) = ffap
Applicando f* alla relazione che definisce le classi di Chern otteniamo
Thoap+ f*cl(E)ac?fllE +... .+ ffen(E)=0
da cui ¢;(f7'E) = f*c;(E) peri=1,...,n e quindi ¢(f ' E) = f*c(E). O

Osservazione 3.14. Come corollario abbiamo che le classi di Chern sono invarianti per
isomorfismo di fibrati vettoriali

Definizione 3.15. Sia p : B — M un fibrato vettoriale di rango n. Una varietd di
spezzamento per M & una coppia (F(E),o) dove F(E) & una varieta e o : F(E) — M &
una mappa per cui valgono le seguenti proprieta:

e il pullback ¢~ 'F & una somma diretta L1 @ ... ® L, di fibrati di rango 1;

e la mappa indotta in coomologia o* : H*(M) — H*(F(FE)) ¢ iniettiva.
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L’esistenza di una tale coppia permette di ridurre lo studio di un fibrato vettoriale 7 :
E — M di rango n a quello di n fibrati vettoriali di rango 1, almeno per quanto riguarda
gli invarianti coomologici. Vedremo che in realta vale un risultato piu forte, cioe che dati
E.q, ..., E, fibrati vettoriali su M esistono una varieta N e o : N — M tali che tutti i
pullback 0 ~'E; = F; sono somme dirette di fibrati di rango 1 e che o* : H*(M) — H*(N)
¢ iniettiva. Assumendo che una tale coppia (N, o) esista, dall’iniettivita di * deduciamo
il seguente risultato.

Principio di Spezzamento. Siano E1,..., E, fibrati vettoriali su una varieta M. Per
mostrare un’identita polinomiale nelle classi di Chern di En, ..., E, ¢ sufficiente mostrarla
con lipotesi che Eq, ..., E,. siano somme dirette di fibrati rango 1.

Dimostrazione. Sia (N,o) una varieta di spezzamento per i fibrati Eq,...,E, e siano
F; = 07'E; per i = 1,...,7. Ogni F; ¢ una somma diretta di fibrati vettoriali di
rango 1 e o* : H*(M) — H*(N) ¢ iniettiva. Consideriamo un polinomio P tale che
P(c(F1),...,c(Fy)) =0. Applicando ¢* si ha

, 0
L,

0*P(c(Ey),...,c(Ey)) = P(c"c(EL),...,0%c(E,)
=P(c(c™'Ey),...,c(0'E,)) = P(c(FY),...,c(F)) =0

Quindi P(c(E1),...,c(Ey)) =0 perché o* & iniettiva. O

Per la costruzione di F(E) sfruttiamo 'esistenza della successione

0 > S y T E > Q1 > 0

di fibrati vettoriali su 7 : P(E) — M, dove S; e @1 sono rispettivamente il fibrato
universale e il fibrato quoziente. Dato che la successione ¢ esatta si ha 77'E = S; @ Q1.
Consideriamo quindi il diagramma

S1® Q1

|
E P(E)

dove S; & un fibrato di rango 1 e 1 di rango n — 1. Possiamo iterare questa costruzione
su Q1 ottenendo un fibrato S; @ Sy @ Q2 dove Sy ¢ il fibrato universale di P(Q1) e Q2 ¢ il
fibrato quoziente di P(Q1). In particolare So ha rango 1 e Q2 ha rango n — 2. Procedendo
in questo modo troviamo un pullback di E che si decompone in somma diretta di fibrati
di rango 1:
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Sl@---@sn—l@Qn—l

1
S1® So® Qo P(Qn—2)
1
P(Q1)

La mappa indotta da o in coomologia & iniettiva, infatti o & data dalla composizione

di fibrati che inducono mappe iniettive in coomologia per il Teorema di Leray-Hirsch.

Posto quindi F(F) = P(Qn—2) si ha che (F(E),o) ¢ una varieta di spezzamento per il

fibrato p: E — M. La costruzione si generalizza al caso di due o piu fibrati Fy,..., E,

semplicemente ripetendo lo stesso ragionamento per ogni addendo diretto di F1 &...8 E,.
Per la dimostrazione della formula di Whitney sono necessari due lemmi.

Lemma 3.16. Siano X uno spazio topologico paracompatto e d = {U;};cr un ricoprimento
aperto di X . Esiste un ricoprimento aperto V = {V;}ier localmente finito tale che V; C Uj;
per ogni ¢t € 1.

Lemma 3.17. Siano M una varieta e C C M un sottoinsieme chiuso. FEsiste una funzione
liscia non negativa p : M — R tale che p~1(0) = C.

Una dimostrazione di questi due fatti viene data rispettivamente in [Con93, Lem-
ma 1.4.6] e in [Leel3, Teorema 2.29].

Teorema 3.18 (Formula di Whitney). Siano m : By — M e mo : Ey — M fibrati
vettoriali, allora ¢(E1 & E3) = ¢(E1)c(E2).

Dimostrazione. Dal momento che ¢(E @ F') = ¢(E)c(F) ¢ una relazione polinomiale nelle
classi di Chern di E, F' ed E @ F possiamo supporre che E sia del tipo

E=L&...0 L,, rkl; =1

Basta mostrare che ¢(E) = ¢(L1)...c(Ly). Consideriamo 7 : P(E) — Ee S C 7 'E il
fibrato universale, il pullback di E¢ 7 'E = L{®...® L], con L, =7 'L; peri =1,...,n.
Anch’esso & somma diretta di fibrati vettoriali di rango 1. Per mostrare la tesi e sufficiente
determinare un ricoprimento aperto finito V = {V1,...,V,,} di P(E) e delle 2-forme chiuse
My nn € Q2(P(E)) tali che [n;] = c1(S*®@ L)) e i |y,=0peri=1,...,n. In tal caso
infatti, posto x = ¢1(S*), vale che

n n

0=JJa*@L) =][z+al@)) =2"+02"" +... +on
=1 i=1
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dove o; & l'i-esimo polinomio simmetrico elementare in ¢;(L}),...,c1(L},). Identificando
H*(M) con m*(H*(M)) utilizziamo le classi ¢1(L;) al posto di ¢1(L;) = 7*¢1(L;). Dalla
definizione delle classi di Chern si ha o; = ¢;(E) per i = 1,...,n e quindi l'uguaglianza

n n

o(B)=14c(E)+...+cn(BE) =1+ a1 (Li)) = [ [ e(L)
=1 =1

L’esistenza di un tale ricoprimento V e di tali forme 7y, ..., 7, dimostra quindi la formula
di Whitney, ne diamo adesso una costruzione.

Per ¢ = 1,...,n consideriamo la proiezione p; : S — L} di S sull’i-esimo addendo
della somma diretta, questa induce una sezione s; per Hom(S, L)) = S* ® L} su P(E). Le
sezioni $1,..., S, non possono essere simultaneamente tutte nulle. Infatti dato ¢ € P(F),
si(¢) & la proiezione di Sy su (L)), per i = 1,...,n. Dal momento che Sy & un sottospazio
di dimensione 1 di (7~'E),, che si decompone come

(m'E)e=(L)e®...d (L)

se tali proiezioni fossero nulle allora Sy sarebbe il sottospazio nullo, che & falso. Gli aperti
Uy = {¢ € P(EF) | si({) # 0} formano quindi un ricoprimento di P(£). In particolare
il fibrato (S* ® L!) |y, & banale perché ha rango 1 e s; |y, ne & una sezione mai nulla.
Se & € Q*(P(E)) & una forma chiusa che rappresenta ci(S* @ L!) allora & |p,= dw;
per opportune 1-forme w; € Q'(U;). Dato che le w; non sono forme globali, in generale
¢ |u, —dw; non si estende a una forma su P(FE).

Per i Lemmi 3.16 e 3.17 esistono V = {V1,...,V,,} un ricoprimento aperto di P(E) e
delle mappe p1,...,pn : P(E) — Rtaliche V; C U; e p; énullasu V; perognii = 1,...,n.
A meno di sostituire p; con 1+ p; possiamo supporre che p; valga costantemente 1 su V.
Estendiamo globalmente le forme &; — dw; considerando

n =& — d(piw;) € Q*(P(E))

Continua a valere che [n;] = ¢1(S* ® L}) e n |y;= 0, e questo mostra la tesi per quanto gia
discusso. O

Come corollario, in una successione esatta di fibrati vettoriali

0 s A B C > 0

vale che ¢(B) = ¢(A)e(C). Questo permette il calcolo di alcune classi di Chern.

Esempio 3.19. Calcoliamo la classe di Chern totale del fibrato tangente T su CP" usando
la successione esatta

0 y S 1% Q 0

dove V = CP" x C"*! & il fibrato banale, S' ¢ il fibrato universale e ) ¢ il fibrato quoziente.
Mostriamo che T ¢ isomorfo al fibrato Hom(S, Q). Consideriamo una metrica Hermitiana
su V, questa induce un isomorfismo tra i fibrati Q e S*. Sia f : §2"*1 — CP" la
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proiezione canonica che a ogni punto x € S?"*1 associa la classe {\z | A € S'}. Fissato
x € §?Fl ¢ v un vettore tangente a S?**1 in z, i vettori tangenti {(\z,\v) | A € S}
vengono identificati dalla mappa df : T.5?"t! — T indotta da f sui fibrati tangenti. In
particolare i punti di 7 corrispondono alle classi {(Az, \v) | A € S'} al variare delle coppie
di vettori ortogonali z,v € C"*! con 2 di norma unitaria. Tali classi sono in bigezione
con le mappe lineari g : £ — ¢+ dove £ & la retta generata da z e g(x) = v. Questo
determina un isomorfismo tra lo spazio tangente a CP™ in una retta £ e lo spazio vettoriale
Hom(#, #+), quindi un isomorfismo di fibrati tra 7" e Hom(S, S*). Segue che

T =Hom(S, Q) = 5* ® Q

Tensorizzando per S* la successione di sopra si ha la successione esatta
00— S*®S —— SV — $2Q — 0

Dato che S e S* hanno rango 1 vale che S* ® S = Hom(S, S) ¢ isomorfo al fibrato banale,
quindi per I’Osservazione 3.12 si ha ¢(S* ® S) = 1. D’altra parte possiamo vedere V' come
somma diretta di fibrati banali di rango 1, da cui

5*Q@V =(5"® (CP"xC))®...d (S*® (CP" x C))

che ¢ isomorfo a una somma diretta di n + 1 copie di S*. La classe di Chern totale del
fibrato tangente ¢ quindi

o(T) =c(S*®V) = c(S*)" = (1 + z)"H!

dove z = ¢1(S*).

3.3 Varieta delle bandiere

Studiamo ora la coomologia delle varieta delle bandiere, mettendole in relazione con la va-
rieta di spezzamento di un fibrato. Questo sara utile nel Capitolo 4 in quanto ci permettera
di calcolare I’anello di coomologia della Grassmanniana.

Definizione 3.20. Una bandiera di uno spazio vettoriale V' di dimensione n & un insieme
di sottospazi F = {V1,...,V,,} tali che dimV; =iperi=1,...,ne

Vichc...cV,

Diciamo che una base B = {v1,...,v,} ¢ adattata alla bandiera F = {V1,...,V,} se F
coincide con la bandiera generata da B. Piu precisamente se Span(vy,...,v;) = V; per
1=1,...,n.

Siano V' uno spazio vettoriale complesso di dimensione n e FI(V') I'insieme di tutte le
bandiere di V. Scelta una base B = {e1, ..., ey} possiamo identificare V' con C" prendendo
le coordinate rispetto a B. Questo induce un’azione transitiva

FI(V) x GL(C) —s FI(V)
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Sia F la bandiera generata da B, il suo stabilizzatore coincide con il sottogruppo H del-
le matrici triangolari superiori invertibili, quindi FI(V) ¢ in bigezione con il quoziente
GL,(C)/H. Dal momento che questo ¢ il quoziente di un gruppo di Lie per un suo sotto-
gruppo di Lie chiuso possiamo dotare GL, (C)/H di un’unica struttura di varieta ([Leel3,
Teorema 21.17]). Di conseguenza anche FI(V') ¢ una varieta, detta varieta delle bandiere
di V. Possiamo fare una costruzione analoga per i fibrati vettoriali.

Definizione 3.21. Sia 7 : E — M un fibrato vettoriale con ricoprimento trivializzante
U = {Uas}aen e funzioni di transizione {gag}axs. Il fibrato delle bandiere associato e il
fibrato 7 : FI(E) — M la cui fibra su un punto p di M ¢ FI(E), = FI(E,), con funzioni
di transizione gog : Uy N Ug — Diffeo(F1(C™)). Queste sono indotte dalle funzioni di
transizione g,3 di E tramite I’azione di GL,(C) su FI(C").

Proposizione 3.22. Sia p: E — M un fibrato vettoriale. Il fibrato delle bandiere FI(E)
e la varieta di spezzamento F(E) sono fibrati isomorfi.

Dimostrazione. 1l fibrato o : F(E) — M si ottiene tramite n — 1 proiettivizzazioni

S1®...0Sh—1DQn-

1
S1® 52 @ Q2 P(Qn—2) = F(E)
l /
5180 P(Q1)
1

E P(E)

1 /

M
Dotando 7~ ' E di una metrica Hermitiana consideriamo Q1, ..., Q,_2 come sottofibrati di
771 E identificando ogni Q; con (S @®...®S;)*. Se p & un punto di M, i punti di P(Q,,_»)
sopra a p sono della forma (p,¢1,...,¢,—1) dove ¢; € una retta in E, e ¢; ¢ una retta
ortogonale a /1,...,¢;_1 per i =2,...,n — 1. In particolare I'insieme di rette £1,..., 6,1

induce una bandiera di E,
LTl C...Cl...0l, 1 ng

Al variare dei punti nella fibra P(Q,—2), si ottengono quindi tutte le bandiere di E,,.
Questo da una bigezione ® : F(E) — FI(FE). Dato che tale corrispondenza preserva le
fibre, il seguente diagramma commuta

F(E) —2— FI(E)

b

M —
e quindi ¢ ¢ un diffeomorfismo. O
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Con questa caratterizzazione possiamo calcolare la coomologia del fibrato delle bandiere
FI(F). Dalla costruzione di o : F(FE) — M si ricava che la coomologia H*(F(E)) ¢ un
modulo libero su H*(M) con base

{0t 2" | 0<a; <n—i,1<i<n-1}

n—1
dove 071E = S1 & ...8 8,18 Qun_1 e 7, = c1(SF). Per calcolare la sua struttura di
anello diamo una descrizione alternativa di H*(P(E)). Scriviamo H*(M)[c(S), ¢(Q)] per
indicare H*(M)[c1(S),c1(Q), ..., cn—1(Q)], dove S ¢ il fibrato universale e @ ¢ il fibrato
quoziente su P(E).

Proposizione 3.23. L’anello di coomologia di P(E) coincide con l’anello

H*(M)[e(5), c(Q)]
(e(S)e(Q) — m*e(E))

Dimostrazione. Posti © = ¢1(S*), yi = ¢(Q) e ¢; = 7*¢;(E), scriviamo la relazione
c(9)e(Q) = m*¢(F) come

1-2)14+yi1+...4yp1)=14+c1+...+¢cn

Uguagliando i termini dello stesso grado otteniamo il sistema

Yy —r=0C

Y2 — Y1 = C2

Yn—1 — TYn—-2 = Cp—1

—TYn—1 = Cn

dal quale si ricava che yi,...,y,—1 sono dei polinomi in x a coefficienti in H*(M). Di

conseguenza l’anello
H*(M)[c(5), c(Q)]
(c(5)e(Q) — m*c(E))

& generato solo da x come algebra su H*(M). Moltiplicando la riga i-esima per "¢ e

sommando le righe del sistema cosi ottenute, si ricava la relazione
ez 4+ 46, =0

Per unicita delle classi di Chern ¢; = ¢;(F), quindi i due anelli sono isomorfi. ]

Descriviamo adesso la struttura di anello di H*(F(E)).

Proposizione 3.24. Sia w : E — M un fibrato vettoriale di rango n. Il fibrato delle
bandiere FI(E) ha coomologia

H*(M)[z1,..., ]
(T4+z1)...(L+ ) — c(F))

H*(FI(E)) =

e serie di Poincaré
(1—#2)...(1—")

P(FI(E)) = P(M) (1—¢2)... (1—)
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Dimostrazione. Consideriamo il diagramma

S1@...8S-1DQn1

1
S16 528 Q2 P(Qn—2) = F(E)
i
S1 @ Q1 P(Q1) /
1
E P(E)
l
AJV/////
Dalla Proposizione 3.23 la coomologia di P(Q1) e data da
* _ H*(P(E))[c(S2), c(Q2)]
e = (5:1eQs) ~ @)
_ HTM)[e(S1), c(@1), ¢(S2), c(Q2)]
( (51)e(Q1) — ¢(E), ¢(S2)e(@2) — ¢(Q1))
H(M)[e(51), (5, ¢(Q2)
~(lS)e($2)e(Q2) — e(B))
In generale, posti z; = ¢1(S;) peri =1,...,n—1e x, = ¢1(Qn—1), si mostra per induzione
che
H*(F(E)) = H*(M)[x1,...,2z,]

(T4+z1)...(1+ax,) — c(E))

Dal momento che F'(F) si ottiene tramite n — 1 proiettivizzazioni, la sua serie di Poincaré
e
(1—t2)...(1—t2")

P,(F(E)) = P.(M) 1-2)...1-8)

O]

Se V' & uno spazio vettoriale complesso di dimensione n, possiamo calcolare la coo-
mologia di FI(V) considerando V' come fibrato banale su un punto. In questo caso si
ha
Rz, ..., xy]

(T+z1)...04+z,) — 1)

HY(FI(V)) =
mentre la serie di Poincaré di FI(V) &

(1—¢3)...(1—t")

R(FI(V)) = (1—12)...(1—12)
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Capitolo 4

Il Fibrato Universale

In quest’ultimo capitolo introduciamo la Grassmanniana complessa e mostriamo come que-
sta sia strettamente legata al problema della classificazione dei fibrati vettoriali complessi
su una varieta. Vediamo in particolare come questi possono essere ottenuti come pullback
di un fibrato sulla Grassmanniana, che ¢ quindi uno ”spazio classificante”. Mostriamo
infine come le classi di Chern siano, in un certo senso, I'unico invariante coomologico per
fibrati vettoriali complessi. Le referenze principali per questo capitolo sono [BT82, § 23] e
[MS74, § 14].

4.1 La coomologia della Grassmanniana

Definizione 4.1. Siano V uno spazio vettoriale complesso di dimensione n e k un intero
positivo. La Grassmanniana degli (n — k)-piani di V' & l'insieme Gy (V') dei sottospazi di
V di codimensione k.

Consideriamo V' uno spazio vettoriale complesso di dimensione n dotato di una metrica
Hermitiana e la Grassmanniana Gi(V'). La scelta di una base B di V' induce un’azione
transitiva di U(n) sulla Grassmanniana

U(n) x Ge(V) — Gr(V)

Lo stabilizzatore di un elemento A di G (V) & costituito da un sottogruppo di U(n) isomorfo
aU(k)xU(n—k). Infatti un elemento dello stabilizzatore ha come sottospazi invarianti sia
A sia il suo supplementare ortogonale. Possiamo rappresentare quindi la Grassmanniana
come quoziente di U(n)
U(n)

U(k) xU(n —k)
Dal momento che questo ¢ il quoziente di un gruppo di Lie per un suo sottogruppo di Lie
chiuso possiamo dotare G (V') di un’unica struttura di varieta ([Leel3, Teorema 21.17]).

Sulla Grassmanniana possiamo definire tre fibrati vettoriali in modo naturale: il fibrato
banale V = G(V) x V, il fibrato universale

S={(Av)eGp(V)xV|veA}

Gr(V) =
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e il fibrato quoziente (), dato dalla successione esatta

0 s S 1% Q 0

Questi sono fibrati vettoriali di rango rispettivamente n — k, n e k.
Dalla discussione fatta sui fibrati delle bandiere riusciamo a calcolare la serie di Poin-
caré della Grassmanniana, che risultera utile per determinarne la coomologia.

Proposizione 4.2. Sia V uno spazio vettoriale complesso di dimensione n. La serie di
Poincaré della Grassmanniana Gi(V') é

(1—t2)...(1 -3

Pi(Gr(V)) = (1—12)...(1—2)(1—12)...(1— tQ(n—k))

Dimostrazione. Siano S e @ rispettivamente il fibrato universale e il fibrato quoziente sulla
Grassmanniana, consideriamo il diagramma

Cf /F(Q)
Q /F<5)
1
Gr(V)

dove Q ¢ il pullback di @ sulla varieta di spezzamento F'(S). Sfruttiamo la caratterizzazione
di F(S) e F(Q) come fibrati delle bandiere. I punti di F(S) sono coppie del tipo (A, F),
dove A & un elemento di G(V) e F & una bandiera di A. I punti di F(Q) quindi sono triple
del tipo (A, F,F'), dove A & un elemento di Gx(V), F = {V4,...,V,_k} & una bandiera di
A e F' & una bandiera di V/A. Possiamo identificare quest’ultima con una successione di
sottospazi

ankJrl c...C Vn

condimV, gy =n—k+ieACV, 1. In questo modo otteniamo una bandiera di V'
di cui A & un elemento. Questa corrispondenza da un isomorfismo tra F'(Q) e la varieta
delle bandiere F'(V'). Dalla Proposizione 3.24 abbiamo la seguente relazione tra le serie di

Poincaré di F(V) e di G(V)

(1—t2)... (1=t (1 —2)... (1 —2(n=h)

P(F(V)) = P(Gr(V)) (1—12)...(1—12)

D’altra parte
(1—t2)...(1 -2
(1—¢t2)...(1—¢?)

da cui segue la tesi. O

B(F(V)) =

Proposizione 4.3. Siano V uno spazio vettoriale complesso di dimensione n e S, Q)
rispettivamente il fibrato universale e il fibrato quoziente su G(V').
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(1) L’anello di coomologia della Grassmanniana é

Rlc1(S), ..., cn—k(S),c1(Q), ..., ck(Q)]
(c(S)e(@) — 1)

(2) Le classi di Chern c1(Q), .. .,ck(Q) generano la coomologia di Gi(V).

H*(Ge(V)) =

(3) Fissati i,k interi positivi, per n € N sufficientemente grande non esistono relazioni
polinomiali di grado i tra le classi c1(Q), ..., cx(Q).

Dimostrazione. Dalla caratterizzazione di F(V') data nella dimostrazione della Proposi-
zione 4.2 troviamo che la coomologia di F'(V') e

H*(Qk(V))[:rl, e s Tk Y1y - - ,yk}
(T+21) . (Lt anp) —c(S), A+y1) .- (1 +ye) — c(Q))

D’altra parte per la Proposizione 3.24 sappiamo che

HY(F(V)) =

Rlx1, ey Tpky Y1y - -+ Y]
(T+a)... (Tt zpp)I+y1)... (T +ye) — 1)

Quindi l'unica relazione nella coomologia di Gi(V') tra le classi di Chern di S e @ ¢
¢(5)e(Q) = 1. Esiste quindi un omomorfismo di algebre iniettivo

R[Cl(s)v ce 7Cnfk(S)7 CI(Q)7 ) Ck(Q)]
(c(S)e(Q) = 1)

Questo ¢ in realta un isomorfismo, in quanto le serie di Poincaré delle due algebre coinci-

dono ([BT82, Proposizioni 23.4, 23.7]), da cui segue (1).

Dalla relazione ¢(S)c(Q) = 1 otteniamo n — k relazioni che permettono di eliminare
c1(S), ..., cn—k(S) dai generatori di H*(Gr(V)), che mostra (2). Questa fornisce inoltre
delle relazioni polinomiali tra ¢1(Q),...,c,(Q) di gradi 2(n — k + 1),...,2n. Quindi,
fissato un intero positivo ¢, se n € N ¢ tale che 2(n—k+1) > ¢ allora non esistono relazioni
polinomiali di grado ¢ tra le classi di Chern di @, dai cui il punto (3). O

HY(F(V)) =

D

— H*(Gi(V))

Esempio 4.4. Consideriamo la Grassmanniana Go(C*), per quanto appena dimostrato

R[CI(S>7 02(5)7 Cl(Q)a CQ(Q)]

(c(9)e(Q) = 1)
Esplicitiamo la relazione ¢(S5)c(Q) = 1 per eliminare ¢;(S) e c2(S) dai generatori. Sepa-
rando i termini per grado si ha

vale

H*(G2(CY) =

c(S)+a(@Q)=0
c1(S9)c1(Q) + c2(S) + 2(Q) =0
Cl(S)CQ Q) + CQ(S)Cl(Q) =0
c2(S)e2(Q) =
Dalle prime due equazioni troviamo c1(S) = —c1(Q) e c2(S) = ¢1(Q)? — c2(Q), mentre le

altre due danno relazioni polinomiali di grado 6 e 8 tra ¢1(Q) e c2(Q).
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4.2 Classificazione di fibrati vettoriali

Mostriamo che le classi di isomorfismo di fibrati vettoriali su una varieta M sono in cor-
rispondenza con le classi di omotopia delle mappe da M nella Grassmanniana. In parti-
colare vediamo che ogni fibrato vettoriale su M & un pullback del fibrato quoziente sulla
Grassmanniana. Studiamo inizialmente il caso di varieta di tipo finito, cioé con un buon
ricoprimento finito e accenniamo in seguito al caso generale.

Lemma 4.5. Siano M wuna varieta di tipo finito, # : E — M un fibrato vettoriale di
rango k. Esiste un insieme finito di seziont del fibrato che genera la fibra E, sopra a ogni
punto p di M.

Dimostrazione. Sia U = {U,;};c; un buon ricoprimento finito di M, dal momento che Uj; &
contraibile si ha che E |y, ¢ il fibrato banale su U;. Esistono quindi k sezioni s; 1, ..., i
linearmente indipendenti su U; per il fibrato E |y,. In particolare queste danno una base
per le fibre di F sopra ai punti di U;. Per il Lemma 3.16 esiste un ricoprimento aperto
V = {V;}ies tale che V; C U; per ognii € I. Inoltre per il Lemma 3.17 esistono delle mappe
pi : M — R tali che pi_l(()) = M \ U; per ogni i € I. L'insieme {p;S;1,...,piSik}icr €
quindi costituito da sezioni del fibrato che per ogni punto p di M generano la fibra F,. [

Osservazione 4.6. Siano M € una varieta con un buon ricoprimento costituito da r aperti e
k € un intero positivo. Per ogni fibrato di rango k esistono almeno rk sezioni che generano
la fibra su ogni punto, e la costruzione di queste non dipende dalla classe di isomorfismo
del fibrato.

Proposizione 4.7. Siano M wuna varieta di tipo finito e k un intero positivo. Per n
sufficentemente grande ogni fibrato vettoriale m : E — M di rango k ammette una mappa
f: M — Gi(C") tale che E = f~1Q, dove Q ¢ il fibrato quoziente su Gp(C").

Dimostrazione. Siano si, ..., S, sezioni del fibrato che generano le fibre sopra a ogni punto
di M, per I’Osservazione 4.6 l'intero n dipende solo da M. Siano 7 : £ — M un
fibrato vettoriale di rango k e V' lo spazio vettoriale complesso avente per base s1, ..., Sy.
Prendendo le coordinate rispetto a questa base identifichiamo V' con C™ e Gi(V') con
Gr(C™). Per ogni p € M abbiamo una mappa di valutazione surgettiva

. mn
ev, : C" — E,

ottenuta estendendo per linearita la valutazione delle sezioni. Notiamo che il nucleo di
evp ha codimensione k e C"/kerev, = E, ¢ la fibra del fibrato quoziente @ sopra a
ker ev,, € G(C"™). Consideriamo quindi la funzione

tale che f(p) = kerevy,, il pullback del fibrato quoziente @) coincide con E per definizione
di f. O
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La mappa f : M — Gi(C™) costruita sopra si dice mappa classificante per il fibrato
m: E — M. L’esistenza di una tale mappa permette di definire una funzione surgettiva

a : [M, Gx(C™)] —s Vecty (M, C)

per n € N sufficientemente grande. Indichiamo con Vecty(M; C) le classi di isomorfismo di
fibrati vettoriali complessi su M e con [M, G(C™)] le classi di omotopia di mappe da M a
valori in G (C"). Dal seguente lemma, la cui dimostrazione viene data in [Hus94, § 8.7, Teo-
rema 7.2, deduciamo che la classe di omotopia della mappa classificante ¢ univocamente
determinata dalla classe di isomorfismo del fibrato per n sufficientemente grande.

Lemma 4.8. Sia M una varieta di dimensione m. Se f,g: M — Gi(C™) sono mappe
tali che f~1Q = ¢g='Q sono fibrati isomorfi e n > k + 5 allora f e g sono omotope.

Quindi se n € N ¢ sufficientemente grande la mappa « € anche iniettiva, quindi da una
corrispondenza biunivoca.

Teorema 4.9. Siano M wuna varieta di tipo finito e k un intero positivo. Per n € N
sufficientemente grande esiste una corrispondenza biunvoca tra Vecty(M;C) e [M, G(C™)].

Concludiamo mostrando che in un certo senso le classi di Chern sono gli unici invarianti
coomologici di un fibrato vettoriale.

Teorema 4.10. Ogni trasformazione naturale tra i funtori Vecty(e;C) e H*(e) nella
categoria delle varieta di tipo finito € esprimibile come un polinomio nelle classi di Chern.

Dimostrazione. Sia T una trasformazione naturale tra i due funtori e sia F un fibrato
vettoriale di rango k su una varieta M di tipo finito. Consideriamo f : M — Gi(C") una
mappa classificante per il fibrato, cioe E = f~1Q. Per naturalita di 7 si ha

T(E)=T(f'Q) = ['T(Q)

Dato che la coomologia della Grassmanniana G (C") ¢ generata dalle classi di Chern del
fibrato quoziente ([Proposizione 4.3]), esiste un polinomio Pr tale che

7(Q) = Pr(a(Q),. ... ax(Q))
Applicando f* quindi
T(E) = f"T(Q) = Pr(ffci(Q),..., ffer(Q)) = Pr(ci(E),...,ck(E))
J

Per studiare il caso generale introduciamo la Grassmanniana infinita. Consideriamo
l'inclusione C* C C™*! sulle prime n coordinate, questa induce un’inclusione tra le Grass-
manniane Gi(C") C Gr(C"*1). Pil precisamente, se {e1,...,e,} ¢ la base canonica di
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C", I'inclusione delle Grassmanniane & data dalla mappa i : G (C") — G (C"*1) tale che
i(A) = A @ Span(ep+1). Definiamo la Grassmanniana infinita come 1'unione

Gr(C™) = | J gr(C™)
n=1

Questo coincide con l'insieme dei sottospazi di codimensione k£ contenuti nello spazio vet-
toriale C* delle successioni definitivamente nulle a valori in C. Su G (C*) consideriamo
la topologia debole, per cui un sottoinsieme A C G (C>) & aperto se e solo se AN G (C")
¢ aperto in G, (C") per ogni n.

Sia @, il fibrato quoziente su Gy (C™), abbiamo un’inclusione @, C Q11 indotta dalle
inclusioni C* C C"*! e Gp(C") C Gi(C™1). Con una costruzione analoga possiamo
definire il fibrato quoziente @ su G, (C>): questo & un fibrato vettoriale la cui fibra sopra
a un punto A di Gx(C>) & lo spazio vettoriale C*°/A di dimensione k.

In modo analogo a quanto gia visto, mostriamo che i fibrati vettoriali di rango k su una
varieta M sono in bigezione con [M, G, (C>)], generalizzando i risultati che richiedevano
un ricoprimento finito al caso numerabile.

Come per il Lemma 4.5 si mostra che ogni fibrato vettoriale 7 : F — M di rango
k ammette un insieme numerabile di sezioni {sy},en che generano la fibra sopra a ogni
punto di M. Considerando lo spazio vettoriale complesso V, che ha per base {s,}nen
possiamo ripercorrere la dimostrazione della Proposizione 4.7 per determinare una mappa
classificante per il fibrato, cioe f : M — Gi(C*) tale che E = f~1Q. Con le stesse
argomentazioni del caso finito si ha il seguente risultato di classificazione.

Teorema 4.11. Siano M wuna varieta e k un intero positivo. Esiste una corrispondenza
biunivoca tra Vecty(M;C) e [M, Gi(C>)].

Per quanto riguarda la coomologia della Grassmanniana infinita viene mostrato in
[MS74, Teorema 14.5] che 'anello di coomologia di Gi(C™) e

H*(Gr(C%)) = R[c1(Q), - -, cx(Q)]

Possiamo quindi generalizzare quanto visto nel Teorema 4.10 rimuovendo l'ipotesi di
finitezza considerando la Grassmanniana Gi,(C>) nella dimostrazione.

Teorema 4.12. Ogni trasformazione naturale tra i funtori Vecty(e;C) e H*(e) nella
categoria delle varieta ¢ esprimibile come un polinomio nelle classi di Chern.
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